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บทคัดย่อ

	 บทความนีมุ้ง่เสนอแนะเกีย่วกบัการเปรยีบเทยีบแบบจำลองของการแจกแจงปวัซงและการแจกแจงวยิตุทีเ่กีย่วขอ้งทีค่วรพจิารณา

คณุลกัษณะตา่งๆ ของการแจกแจงและความสมัพนัธร์ะหวา่งการแจกแจง ทัง้นีเ้พือ่เปน็แนวทางใหน้กัวจิยัเลอืกใชก้ารแจกแจงวยิตุทีเ่หมาะ

กับลักษณะของข้อมูลในแต่ละสถานการณ์
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Abstract

	 The focus of this article is to recommend the model comparison of Poisson distribution and discrete related 

distribution by considering their characterizations and relationship. As a guide, the researchers chose the appropriate 

discrete distribution for the data in each case. 
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บทนำ
	 ปัจจุบันมีงานวิจัยหลายสาขาที่ตัวแปรสุ่มที่สนใจศึกษาเป็น 

ตัวแปรสุ่มวิยุต (discrete random variable) ซึ่งข้อมูลมีลักษณะ 

เป็นข้อมูลจำนวนนับ (count data) เช่น จำนวนอุบัติเหตุบนถนน

สายหลกัเชยีงใหม-่เชยีงรายในแตล่ะเดอืน จำนวนการขอรบัสนิไหม 

ทดแทนจากอุบัติเหตุทางรถยนต์ของบริษัทประกันภัยแห่งหนึ่งใน 

รอบไตรมาส จำนวนผู้ป่วยที่เป็นโรคไข้หวัดนกที่มารับการรักษาใน 

แตล่ะเดอืน จำนวนสนิคา้ทีผ่ลติไมไ่ดม้าตรฐานตามทีก่ำหนดในรอบ

ของการผลติ เปน็ตน้ เมือ่ ตวัแปรสุม่ทีส่นใจศกึษามกีารเกบ็รวบรวม

ขอ้มลูทีเ่ปน็จำนวนนบัในชว่งเวลาหรอืขอบเขตทีส่นใจศกึษา นกัวจิยั 

ส่วนใหญ่มีข้อสมมุติให้ตัวแปรสุ่มวิยุตที่สนใจศึกษามีการแจกแจง 

ปัวซง (Poisson distribution, Poi) ซึ่งนำเสนอโดยนักคณิตศาสตร์ 

ชาวฝรั่งเศส Siméon Denis Poisson ในระหว่างปี ค.ศ. 1781 

-1840 โดยสมบตัขิองการแจกแจงปวัซง คอื คา่เฉลีย่เทา่กบัคา่ความ 

แปรปรวนซึ่งเท่ากับ λ, E[X]=Var[X]=λ เรียกว่า อิควีพดิซเพอชั่น 

(equi-dispersion) แตบ่อ่ยครัง้ทีค่า่ความแปรปรวนของตวัแปรสุม่ 

มากกว่าค่าเฉลี่ย เรียกว่า โอเวอร์ดิซเพอชั่น (over-dispersion) 

หรือค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มน้อยกว่าค่าเฉลี่ย เรียกว่า 

อันเดอร์ดิซเพอชั่น (under-dispersion) ซึ่งนักวิจัยได้ประยุกต์ใช้        

การแจกแจงทวินามลบ (negative binomial distribution, NB) 

และการแจกแจงทวินาม (binomial distribution, Bin) เมื่อเกิด 

ปัญหาโอเวอร์และอันเดอร์ดิซเพอชั่น ตามลำดับ (Haight, 1967; 

Lawless, 1992; Cameron & Trivedi, 1998) และบอ่ยครัง้ทีข่อ้มลู 

ของตัวแปรสุ่มวิยุตที่สนใจศึกษาที่เป็นจำนวนนับในช่วงเวลาหรือ 

ขอบเขตที่สนใจศึกษานั้นเกิดขึ้นได้น้อยมากซึ่งเป็นอีกสาเหตุหนึ่ง 

ที่ทำให้เกิดปัญหาโอเวอร์ดิซเพอชั่นได้ ในปี ค.ศ. 1992 Lambert 

ไดป้ระยกุตใ์ชก้ารแจกแจงปวัซงกรณทีีม่ผีลกระทบจากศนูย ์(zero- 

inflated Poisson distribution, ZIP) ในการหาปัจจัยที่ส่งผลต่อ 

คุณภาพในกระบวนการผลิต ที่ไม่ได้มาตรฐาน และต่อมาได้มี 

นักสถิติหลายๆ ท่านพยายามพัฒนาการแจกแจงวิยุตให้มีความ 

เหมาะสมกับข้อมูลเชิงจำนวนนับโดยมุ่งเน้นการขยายขอบเขต

ของการแจกแจงปัวซงให้มีลักษณะที่เป็นแบบทั่วไปที่ประกอบ

ด้วยทั้งสามลักษณะคือ อิควีพ-โอเวอร์และอันเดอร์ดิซเพอชั่น 

เรียกว่า มิคซดิซเพอชั่น (mixed-dispersion) เช่น การแจกแจง 

ปัวซงวางนัยทั่วไป (generalized Poisson distribution, GP) 

การแจกแจงปัวซงวางนัยทั่วไปที่มีผลกระทบจากศูนย์ (zero- 

inflated generalized Poisson distribution, ZIGP)  

ในกระบวนการอนุมานเชิงสถิติ เมื่อตัวอย่างสุ่ม X1, X2, ..., Xn 

ขนาด n ที่สุ่มมาศึกษา ไม่ทราบการแจกแจงที่แท้จริง แต่จะ 

สมมุติให้ตัวอย่างสุ่มนั้นถูกสุ่มมาศึกษาอย่างเป็นอิสระต่อกัน 

และมีรูปแบบการแจกแจงอย่างเดียวกัน (independent and 

identically distributed, iid) และพยายามสมมุติให้มีการ 

แจกแจงที่เหมาะสมกับลักษณะการเกิดขึ้นของข้อมูลตัวอย่างสุ่ม 

ที่สุ่มมาศึกษาชุดนั้นๆ ซึ่งไม่ว่าจะเป็นการประมาณค่าและการ 

ทดสอบสมมุติฐานของแบบจำลองที่สร้างขึ้นจะมีความยากใน 

การเลือก การแจกแจงวิยุตที่เหมาะสมกับลักษณะของข้อมูล 

จำนวนนับเนื่องจากแต่ละการแจกแจงที่กล่าวมา มีความสัมพันธ์ 

และคล้ายคลึงกันในบางสถานการณ์

	 ดังนั้นบทความวิชาการนี้ผู้ศึกษาจึงมีความสนใจที่จะเสนอ 

แนวทางในการเลือก การแจกแจงวิยุตที่เหมาะสมกับการวิเคราะห์ 

ขอ้มลูของแตล่ะสถานการณ ์เพือ่ใหผู้ส้นใจเลอืกใชก้ารแจกแจงวยิตุ 

ที่เหมาะสมกับงานวิจัยที่มีตัวแปรสุ่มที่สนใจศึกษาเป็นตัวแปรสุ่ม 

วิยุตที่เกิดขึ้น ในช่วงเวลาหรือขอบเขตที่สนใจศึกษา

การแจกแจงปัวซงและการแจกแจงวิยุตที่เกี่ยวข้อง

	 สำหรับตัวแปรสุ่มวิยุตที่สนใจศึกษามีการบันทึกข้อมูลใน 

ช่วงเวลาหรือขอบเขตที่สนใจศึกษา นักวิจัยส่วนใหญ่มีข้อสมมุติ 

ให้ตัวแปรสุ่มที่สนใจศึกษามีการแจกแจงปัวซง แทนด้วย X~Poi(λ)   

มฟีงักช์นัมวลความนา่จะเปน็ (probability mass function, pmf) 

ดังนี้
    		      	                                                                           	

			   P(x; λ) = 		  (1)

สำหรับ x = 0, 1, 2, …  ;  λ > 0 และที่อื่นๆ P(x; λ) = 0 โดย 

คา่เฉลีย่ของตวัแปรสุม่เทา่กบั µ = λ ซึง่มโีมเมนตศ์นูยก์ลาง (central 

moments) ที่สองเท่ากับโมเมนต์ศูนย์กลางที่สาม คือ µ2 = µ3 = λ  

ดงันัน้คณุลกัษณะของคา่ดชันวีดัการกระจาย (index of dispersion, 

ID) คือ µ2µ
-1 = 1 และค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ (coefficient of 

skewness) คือ µ3µ2
-3/2 = λ-1/2 นั่นคือฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น 

ของการแจกแจงปัวซงมีลักษณะเบ้ขวาและจะมีลักษณะสมมาตร 

เมื่อค่าเฉลี่ยมีค่ามากๆ (λ → ∞)

	 สำหรับการแจกแจงที่มีคุณสมบัติอันเดอร์ดิซเพอชั่นของ 

ตัวแปรสุ่มวิยุตที่ใกล้เคียงกับการแจกแจงปัวซง คือการแจกแจง 

ทวินาม แทนด้วย X~Bin(r,p) มีฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น ดังนี้

		           P(x; r , p) =        px(1-p)r-x	 (2) 

สำหรับ  x = 0, 1, 2, … , r ; 0 < p < 1 และที่อื่นๆ P(x; r, p) = 0 

โดยค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่มเท่ากับ rp ค่า µ2 = rp(1-p) และ µ3 = 

rp(1-p)(1-2p) ซึ่งคุณลักษณะของค่าดัชนีวัดการกระจาย คือ 1-p 

และค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้คือ 1-2p(rp(1-p))-1/2 นั่นคือฟังก์ชัน 
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มวลความน่าจะเป็นของการแจกแจงทวินามจะมีลักษณะเบ้ขวา 

เมื่อ p < 0.50 ลักษณะเบ้ซ้ายเมื่อ p > 0.50 ลักษณะสมมาตรเมื่อ 

p = 0.50 และเมื่อ r มีค่าเพิ่มขึ้น (r → ∞) ฟังก์ชันมวลความ 

น่าจะเป็นของการแจกแจงทวินามจะมีลักษณะสมมาตร

	 การแจกแจงทีม่คีณุสมบตัโิอเวอรด์ซิเพอชัน่ของตวัแปรสุม่ 

วยิตุทีข่ยายจากการแจกแจงปวัซงผสมการแจกแจงแกมมา (gamma 

distribution) คือการแจกแจงทวินามลบ แทนด้วย  X~NB(r,p)

มีฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น ดังนี้

		      P(x; r, p) =              pr(1-p)x 		  (3)

สำหรับ x = 0, 1, 2, …   ; r > 0, Γ(.) คือ ฟังก์ชันแกมมา, 0 < p 

< 1 และที่อื่นๆ P(x; r, p) = 0 ที่มีค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่มเท่ากับ  

r(1- p)/p ค่า µ2 = r(1-p)p-2 และ µ3 = r(1-p)(2-p)p-3 จะมี 

คุณลักษณะของค่าดัชนีวัดการกระจาย คือ p-1 และค่าสัมประสิทธิ์ 

ความเบ้คือ (2-p)(r(1-p))-1/2 นั่นคือฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็นของ 

การแจกแจงทวินามลบจะมีลักษณะเบ้ขวาและจะมีลักษณะ 

สมมาตรเมื่อ r มีค่าเพิ่มขึ้น (r → ∞)

	 ในกรณีที่เหตุการณ์ที่สนใจไม่ได้เกิดขึ้นบ่อยๆ ในช่วงเวลา

หรือขอบเขตที่สนใจศึกษา เช่น จำนวนอุบัติเหตุบนถนนสายหลัก 

เชียงใหม่-เชียงรายในแต่ละเดือน ซึ่งในบางเดือนอาจไม่มีอุบัติเหตุ 

เกิดขึ้นเลยก็ได้ ดังนั้นเมื่อเก็บข้อมูลในระยะยาวจะมีจำนวนศูนย์  

มากๆ เกิดขึ้น จึงได้มีการให้ความสำคัญกับเหตุการณ์ที่ไม่เกิดขึ้น 

เรียกการแจกแจงที่มีผลกระทบจากศูนย์ (zero inflation) นั้นว่า 

การแจกแจงปัวซงกรณีที่มีผลกระทบจากศูนย์ (zero-inflated 

Poisson distribution, ZIP) แทนด้วย X~zip(η,ϑ) มีฟังก์ชัน 

มวลความน่าจะเป็น ดังนี้

    P(x; η, ϑ) = 	 (4)

และที่อื่นๆ P(x; η, ϑ) = 0 ถ้า ϑ = 0 การแจกแจงปัวซงกรณีที่มี 

ผลกระทบจากศูนย์จะเป็นการแจกแจงปัวซง (λ = η) ซึ่ง 

การแจกแจง ZIP มีค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่มเท่ากับ η(1-ϑ) และ 

โมเมนต์ศูนย์กลางที่สองและสาม คือ µ2 = η(1-ϑ)(1+ϑη) 

และ µ3 = η(1-ϑ)[1+3ϑη-(1-2ϑ)ϑη2] จะมีคุณลักษณะของค่า 

ดัชนีวัดการกระจาย คือ 1+ϑη และค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ คือ 

η(1-ϑ)[1+3ϑη-(1-2ϑ)ϑη2][η(1-ϑ)(1+ϑη)]-3/2 นั่นคือฟังก์ชัน 

มวลความน่าจะเป็นของการแจกแจง ZIP จะมีลักษณะเบ้ขวาเมื่อ   

1+3ϑη>(1-2ϑ)ϑη2 และมลีกัษณะเบซ้า้ยเมือ่ 1+3ϑη<(1-2ϑ)ϑη2 

ซึ่งการแจกแจงทวินามลบที่มีผลกระทบจากศูนย์ (zero-inflated 

negative binomial distribution, ZINB) จะพัฒนาคล้ายกับการ

แจกแจงปัวซงกรณีที่มีผลกระทบจากศูนย์ 

	 สำหรบัการแจกแจงทีม่คีณุสมบตัมิคิซดซิเพอชัน่ทีพ่ฒันา 

ต่อจากการแจกแจงปัวซงที่จะนำเสนอในบทความนี้  ได้แก่  

การแจกแจงปัวซงวางนัยทั่วไป (general ized Poisson 
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การแจกแจงปัวซงวางนัยทั่วไปจะมีปลายหางที่หนากว่า (heavy 

tail) การแจกแจงทวนิามลบ แตก่ารแจกแจงปวัซงวางนยัทัว่ไปจะมี

ฟงักช์นัมวลความนา่จะเปน็ทีจ่ดุ x เทา่กบัศนูยน์อ้ยกวา่การแจกแจง 

ทวินามลบ ซึ่งสามารถสรุปความสัมพันธ์ระหว่างการแจกแจงปัวซง

และการแจกแจงวิยุตที่กล่าวมาได้ดังรูปภาพที่ 1

การทดสอบความเหมาะสมของการแจกแจงวิยุต

	 สมมุติตัวแปรสุ่มวิยุต X1, X2, ..., Xn เป็นตัวอย่างสุ่มจาก 

ประชากรที่มีฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น, P(x; θ), θ ∈ Θ  สำหรับ 

การทดสอบความเหมาะสมของตวัอยา่งสุม่ทีสุ่ม่มาศกึษาสอดคลอ้ง 

กับการแจกแจงวิยุตแบบใดมีสมมุติฐานสำหรับการทดสอบ คือ

Γ(x + r)

x!Γ(r)

ϑ + (1-ϑ)e-η , x = 0,
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e-ηηx

x!{

                            , x = 0, 1, 2, ...
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η(η+θx)x-1e-(λ+θx)

x!{
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  		  H0 : ตัวอย่างสุ่มมีการแจกแจงวิยุตที่ต้องการทดสอบ

เทียบกับ	 H1 : ตัวอย่างสุ่มไม่มีการแจกแจงวิยุตที่ต้องการทดสอบ 

สำหรับสถิติที่ทดสอบความเหมาะสม (goodness of fit test) 

ของตัวอย่างสุ่มสามารถประยุกต์ใช้การทดสอบด้วยไคกำลังสอง 

(chi-square test) การทดสอบโคลโมโกรอฟ-สเมอร์นอฟ 

(Kolmogorov-Smirnov test) และการทดสอบคราเมอร์-วอน 

มิเซส (Cramer-von Mises test) เป็นต้น โดยการทดสอบการ 
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ϕ = r-1 สมมตุฐิานในการทดสอบคอื H0 : ϕ = 0 เทยีบกบั H1 : ϕ > 0 

และการแจกแจงปัวซงวางนัยทั่วไป ϕ = (1-θ)-2 มีสมมุติฐาน 
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กับการแจกแจงที่มีผลกระทบจากศูนย์ของการแจกแจงทวินามลบ 

การแจกแจงปัวซงและการแจกแจงปัวซงวางนัยทั่วไปโดยใช้การ 

ภาพที่ 1	 ความสัมพันธ์ระหว่างการแจกแจงปัวซงและการแจกแจงวิยุตที่เกี่ยวข้อง
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ทดสอบสคอร ์(score test) ในการทดสอบคา่พารามเิตอรผ์ลกระทบ

จากศนูย ์(ϑ) ของแตล่ะการแจกแจง ซึง่มสีมมตุฐิานในการทดสอบคอื    

H0 : ϑ = 0 เทียบกับ H1 : ϑ > 0 

	 เมื่อค่าพารามิเตอร์ดิซเพอชั่น (ϕ) มีค่าเข้าใกล้ 1 ค่า 

พารามเิตอรผ์ลกระทบจากศนูย ์(ϑ) เขา้ใกล ้0 และขนาดตวัอยา่งสุม่ 

n ที่มีค่าไม่ใหญ่พอ การทดสอบสคอร์จะมีประสิทธิภาพต่ำในการ 

จำแนกระหว่างการแจกแจงปัวซงและการแจกแจงวิยุตที่ต้องการ 

ทดสอบ จึงได้มีการพิจารณาคุณลักษณะของค่าสัมประสิทธิ์  

ความเบ้ของการแจกแจงวิยุตมาช่วยในการคัดเลือกการแจกแจงที่

เหมาะสมกับข้อมูลจำนวนนับที่สนใจศึกษา (Joe & Zhu, 2005; 

Puig & Valero, 2006; Khamkong, 2010; Nikoloulopoulos 

& Karlis, 2012) รวมถึงสามารถใช้เกณฑ์การคัดเลือกแบบจำลอง 

ด้วยค่า AIC (Akaike information criterion; Akaike, 1973) 

ซึ่งเป็นการใช้สารสนเทศ Kullback-Leibler ในการประเมินแบบ 

จำลองทางสถิติที่ประมาณการแจกแจงที่แท้จริงของข้อมูลและ 

คุณสมบัติของการแจกแจงนั้นๆ โดยมีเกณฑ์การเลือกแบบจำลอง 

ตารางที่ 1 	 ค่าคุณลักษณะที่สำคัญของการแจกแจงปัวซงและการแจกแจงวิยุตที่เกี่ยวข้อง
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1 2
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ที่เหมาะสมที่ให้ค่า AIC ต่ำที่สุด ทั้งนี้มีความเชื่อว่าแบบจำลองนั้น 

ได้เก็บสารสนเทศที่สำคัญจากข้อมูลไว้ครบถ้วนแล้ว ในกรณีที่ 

การแจกแจงเป็นเครือข่ายกัน (nested) เช่น การทดสอบความ 

เหมาะสมของการแจกแจง ZIGP GP และ Poi แต่ถ้าการแจกแจง  

ไม่เป็นเครือข่ายกันจะประยุกต์ใช้การทดสอบ Vuong (Vuong, 

1989) เช่น การทดสอบความเหมาะสมระหว่างการแจกแจง GP 

และ NB เนื่องจากสถิติทดสอบ Vuong ได้พัฒนาการทดสอบจาก 

หลักการทดสอบอัตราส่วนควรจะเป็น (likelihood ratio test) 

ภายใต้เงื่อนไขทั่วไปที่สามารถทดสอบได้ทั้งแบบจำลองที่เป็น 

เครอืขา่ยและไมเ่ปน็เครอืขา่ยกนั ซึง่จะใหก้ำลงัการทดสอบ (power 

of test) ที่สูงในการจำแนกระหว่างแบบจำลอง

 

ข้อเสนอแนะ
	 ตวัแปรสุม่วยิตุทีเ่กดิขึน้ในขอบเขตทีส่นใจศกึษาทีเ่ปน็ขอ้มลู 

จำนวนนับมีการประยุกต์ใช้ในหลายๆ สาขาวิชา เช่น วิทยาศาสตร์ 

สิ่งแวดล้อม วิศวกรรมศาสตร์ เศรษฐศาสตร์ ระบาดวิทยา เป็นต้น 

ซึง่นกัวจิยัมขีอ้สมมตุใิหต้วัแปรสุม่วยิตุทีส่นใจศกึษาภายใตข้อบเขต 

ที่สนใจศึกษา มีการแจกแจงปัวซงและบ่อยครั้งที่ตัวแปรสุ่มวิยุตที่ 

สนใจศึกษานั้นไม่เป็นไปตามข้อสมมุติของการแจกแจงปัวซงโดย

จะเกิดปัญหาค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่มมากกว่าค่าความแปรปรวน 

(อันเดอร์ดิซเพอชั่น) นักวิจัยจะหลีกเลี่ยงไปใช้การแจกแจงทวินาม 

หรือการแจกแจกปัวซงวางนัยทั่วไป แต่สำหรับกรณีที่ค่าเฉลี่ยของ 

ตวัแปรสุม่นอ้ยกวา่คา่ความแปรปรวน (โอเวอรด์ซิเพอชัน่) นกัวจิยัจะ

หลกีเลีย่งไปใชก้ารแจกแจงทวนิามลบ การแจกแจงปวัซงวางนยัทัว่ไป 

ซึ่งในบางกรณีที่ตัวแปรสุ่มวิยุตที่สนใจภายใต้ขอบเขตที่สนใจศึกษา 

เกิดขึ้นได้น้อยจะส่งผลให้มีค่าที่เป็นศูนย์เป็นจำนวนมากซึ่งเป็น 

อกีสาเหตหุนึง่ทีท่ำใหค้า่ความแปรปรวนมากกวา่คา่เฉลีย่นกัวจิยัจะ

ประยกุตใ์ชก้ารแจกแจงวยิตุทีม่ผีลกระทบจากศนูยข์องการแจกแจง 

ปัวซง การแจกแจงทวินามลบ และการแจกแจงปัวซงวางนัยทั่วไป 

โดยมวีธิกีารในการทดสอบความเหมาะสมของการแจกแจงดว้ยการ 

ทดสอบไคกำลังสองและการทดสอบโคลโมโกรอฟ-สเมอร์นอฟ ซึ่ง 

ถ้าตัวอย่างสุ่มชุดหนึ่งมีการแจกแจงที่เหมาะสมมากกว่าหนึ่งการ 

แจกแจงนกัวจิยัควรพจิารณาเลอืกการแจกแจงดว้ยคณุลกัษณะอืน่ๆ 

ของการแจกแจง ตัวอย่างเช่น หากการแจกแจงที่เป็นเครือข่ายกัน 

จะเลือกการแจกแจงที่ให้ค่า AIC ต่ำที่สุด เช่น การทดสอบความ 

เหมาะสมระหว่างการแจกแจงทวินามลบที่มีผลกระทบจากศูนย์ 

และการแจกแจงทวินามลบ หรือการทดสอบความเหมาะสม 

ของการแจกแจงปวัซงวางนยัทัว่ไปทีม่กีระทบจากศนูย ์การแจกแจง 

ปัวซงวางนัยทั่วไป การแจกแจงปัวซงที่มีผลกระทบจากศูนย์ และ 

การแจกแจงปัวซง แต่สำหรับการแจกแจงที่ไม่เป็นเครือข่ายกัน 

การคัดเลือกการแจกแจงที่เหมาะสมควรเลือกการทดสอบ Vuong 

เช่น การเลือกความเหมาะสมระหว่างการแจกแจงปัวซงวางนัย 

ทั่วไปกับการแจกแจงทวินามลบ
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