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Abstract 
 
 In this  research,  the Neamanee and Kaewkhao (2011) results that fixed point theorems for cyclical mapping in 
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1. บทนํา 
 ในการศึกษาทฤษฎีของจุดตรึง (fixed point theorem) ทฤษฎีที่สําคัญซึ่งเปนการเร่ิมตนของการศึกษา ก็คือ หลักการการ   
หดตัวของบานาค (The Banach Contraction Principle) (Kreyzig (1978)) ซึ่งกลาวไว คือ ให ( , )X d เปนปริภูมิอิงระยะทาง
บริบูรณ (complete metric space) และ :T X X  เปนการสงแบบหดตัว a  ( a-contraction mapping) นั่นคือ มีคาคงที่ 

(0,1)a ซึ่ง ( , ) ( , )d Tx Ty ad x y สําหรับทุก ,x y X  จะไดวา T  มีจุดตรึงเพียงจุดเดียวเทานั้น 
 สําหรับการขยายผลของทฤษฎีบทนี้นั้นปรากฏอยูในผลงานวิจัยตางๆ เชน Kirk, Srinivasan, and Veeramani (2003)                   
และอางอิงอื่นๆ ในน้ันดวย 
 ในป 1969 Nadler (1969) ไดศึกษาจุดตรึงภายใตการสงหลายคาแบบหดตัว (contraction multi-valued mapping)                 
โดยให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทางและให ( )P X  แทนวงศ (family) เซตยอยที่ไมเปนเซตวางของ X  เรียกการสง 

: ( )T X P X  วาเปนการสงหลายคา และถามีคาคงที่ (0,1)k  ซึ่ง 
( , ) ( , )H Tx Ty kd x y  สําหรับทุก ,x y X  

เราจะเรียก T  วาการสงหลายคาแบบหดตัว โดยที่  ( , ) max ( , ), ( , )H A B h A B h B A และ  ( , ) sup ( , ) :h A B d a B a A   
 จะเรียก x X วาเปนจุดตรึงของการสงหลายคา T  ก็ตอเมื่อ x Tx  ซึ่งจะเขียนแทนเซตของจุดตรึงของ T  ดวย TF                  
นั่นคือ { : }TF x X x Tx    ดังนั้น ถา ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ : ( )T X CB X  เปนการสงหลายคาแบบหดตัว 
เม่ือ ( )CB X  แทน วงศของเซตยอยปดที่ไมวางและมีขอบเขตของ X  แลว T  จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุด 
 ในป 2003 หนึ่งในทฤษฎีที่นาสนใจที่ Kirk, Srinivasan, and Veeramani (2003) ไดพิสูจนไว คือ ให A และ B เปนเซตยอย
ปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ (complete metric space) ( , )X d  สมมติให :T A B A B    เปนการสงแบบวน 
(cyclic mapping) นั่นคือ ( )T A B  และ ( )T B A  และมี (0,1)k   ซึ่ง ( , ) ( , )d Tx Ty kd x y  สําหรับทุก x A  และ 
y B  แลว จะไดวา A B    และ T  มีจุดตรึงเพียงจุดเดียวใน A B  

 ในป 2011 Neamanee and Kaewkhao (2011) ไดพัฒนาและขยายผลทฤษฎีของจุดตรึงภายใตการสงหลายคาแบบวน 
ดังนี้ 
ทฤษฏีบท 1.1 ให A และ B เปนเซตยอยปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทาง ( , )X d  สมมติให :T A B A B    เปนการ
สงแบบวนบน A และ B โดยที่ Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขต สําหรับทุก x A B   ถามีคาคงที่ (0,1)k ซึ่ง ( , ) ( , )H Tx Ty kd x y  
สําหรับทุก x A  และ y B แลว T  จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน A B  
ทฤษฏีบท 1.2  ให   1
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กับเงื่อนไขตอไปนี ้
 ( a)   1i iTa A  สําหรับ i ia A  และ 1 i n   ; 
 ( b )   (0,1)k   ซึ่ง ( , ) ( , )H Tx Ty kd x y  สําหรับทุก ix A  และ 1iy A  เม่ือ 1 i n   
แลว T  จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน 
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ทฤษฏีบท 1.3  ให A และ B  เปนเซตยอยปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ( , )X d  กําหนดให T  เปนการสงหลาย
คาแบบวนบน A และ B และ Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขต สําหรับทุก x A B   ถามีคาคงที่ (0,1)  และ 0L   ซึ่ง  

 ( , ) ( , ) min ( , ), ( , )H Tx Ty d x y L d y Tx d x Ty    
สําหรับทุก x A  และ y B  แลว T จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน A B  และ TF  เปนเซตปด  
  
2. ความรูพ้ืนฐาน 
 กอนที่เราจะกลาวถึงทฤษฎีจุดตรึงสําหรับการสงหลายคาแบบวนบนรูปทั่วไปของฟงกชันอิงระยะทาง 0  ภายใตปริภูมิอิง
ระยะทางบริบูรณ เราจะเปนตองศึกษาความรูพื้นฐาน บทนิยามและบทตั้ง ที่ใชประกอบการศึกษาในงานวิจัยนี้ ซึ่งไดสวนใหญ
ไดมาจากการศึกษางานวิจัยของ  Du (2010) ดังตอไปนี้  
บทนิยาม 2.1  ให : [0, )p X X    เปนฟงกชัน จะเรียก p  วาเปนฟงกชัน  ก็ตอเมื่อ สอดคลองกับเงื่อนไข 
 ( 1) ( , ) ( , ) ( , )p x z p x y p y z   สําหรับ , ,x y z X  

 ( 2)  ถา x X และ  ny  ใน X  เม่ือ lim nn
y y


  ซึ่ง ( , )np x y M  สําหรับบางคาคงที่ 0M  ที่ขึ้นอยูกับ x  แลว 

( , )p x y M  
 ( 3)  สําหรับลําดับ  nx  ใน X  ซึ่ง  lim sup ( , ) : 0n mn

p x x m n


   ถามีลําดับ ny  ใน X  ซึ่ง lim ( , ) 0n nn
p x y


  

แลว lim ( , ) 0n nn
d x y


  

 ( 4)  สําหรับ , ,x y z X , ( , ) 0p x y   และ ( , ) 0p x z   แลว y z  
บทนิยาม 2.2  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทางและ : [0, )p X X   เปนฟงกชัน จะเรียก p  วาเปนฟงกชัน  0   ก็
ตอเมื่อ p  วาเปนฟงกชัน  และ ( , ) 0p x x   สําหรับทุก x X   
บทตั้ง 2.3  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ : [0, )p X X    เปนฟงกชัน ถา p  สอดคลองกับ ( 3 ) และ
ลําดับ { }nx  บน X  ซึ่ง lim sup{ ( , ) : } 0n mn

p x x m n


   แลว { }nx  เปนลําดับโคชีบน X    
บทตั้ง 2.4  ให A เปนเซตปดท่ีไมวางบนปริภูมอิงระยะทาง ( , )X d  และ : [0, )p X X   เปนฟงกชัน กําหนดให p    
มีสมบัติสอดคลอง ( 3 ) และมี u X ซึ่ง ( , ) 0p u u   ดังนั้น จะไดวา ( , ) 0p u A   ก็ตอเมื่อ u A  เม่ือ 

( , ) inf{ ( , ) | }p u A p u a a A   
บทตั้ง 2.5  ให x X  และ : [0, )p X X    เปนฟงกชัน 0  บน X   ถา A  เปนเซตปด แลว จะมี a A  
ซึ่ง ( , ) ( , )p x a p x A  
บทนิยาม 2.6  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทางและ p  เปนฟงกชัน 0  สําหรับ , ( )A B CB X  กําหนดฟงกชัน 

: ( ) ( ) [0, )pD CB X CB X    โดย 
 ( , ) max ( , ), ( , )p p pD A B A B B A   

เม่ือ  ( , ) sup ( , ) :p A B p a B a A   และ  ( , ) inf ( , ) :p x A p x a a A   
จะเรียก pD  วาเปนฟงกชันอิงระยะทาง 0  บน ( )CB X ที่กําหนดโดย p   
บทตั้ง 2.7  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ pD  เปนฟงกชันอิงระยะทาง 0  บน ( )CB X  
ที่กําหนดโดย p  แลว สําหรับ , , ( )A B C CB X  จะสอดคลองกับเงื่อนไข 
 (1)  ถา  ( , ) 0p A B   แลว A B  
 (2)   ( , ) ( , ) ( , )p p pA C A B C B     
 (3)   สําหรับทุกฟงกชันอิงระยะทาง pD  ที่กําหนดโดย p  ที่เปนฟงกชัน 0 เปนฟงกชันอิงระยะทางบน ( )CB X  
บทนิยาม 2.8  (Mizoguchi andTakahashi (1989)) ให : [0, ) [0,1)    เปนฟงกชัน จะเรียก   วาเปนฟงกชันMT           
ก็ตอเมื่อ สอดคลองกับเงื่อนไขของ Mizoguchi-Takahashi นั่นคือ limsup ( ) 1

s t
s


  สําหรับทุก [0, )t     

ขอสังเกต 2.9  
 (1)  ถาฟงกชัน : [0, ) [0,1)    ซึ่ง ( )t k   เม่ือ [0,1)k   แลว   เปนฟงกชัน MT  
 (2)  ถา :[0, ) [0,1)    เปนฟงกชันไมลด (Non-decreasing function) แลว   เปนฟงกชัน MT  
 (3)  ถา : [0, ) [0,1)    เปนฟงกชัน MT  ก็ตอเมื่อ สําหรับทุก [0, )t   จะมี [0,1)tr  และ [0,1)t    
ซึ่ง ( ) ts r   สําหรับทุก [ , )ts t t    
 (4)   ถา : [0, ) [0,1)    เปนฟงกชัน MT  แลว : [0, ) [0,1)k    ซึ่ง ( ) 1( )

2
tk t  

  เปนฟงกชัน MT  
 ดังนั้น จากแนวคิดที่ไดศึกษาความรูพื้นฐาน บทนิยามและบทตั้ง ที่ไดมาจากงานวิจัยของ Du, W. (2010) จึงนําไปสูการสราง
ทฤษฎีจุดตรึงสําหรับการสงหลายคาแบบวนบนรูปทั่วไปของฟงกชันอิงระยะทาง 0  ภายใตปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ซึ่งวางนัย
ทั่วไปกวาของ Neamanee and Kaewkhao (2011) 
 
3. ทฤษฎีจุดตรึงสําหรับการสงหลายคาแบบวนบนรูปทั่วไปของฟงกชันอิงระยะทาง 0 ภายใตปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ 
 ทฤษฎีบทที่สําคัญในงานวิจัยน้ีมีทั้งหมด 3 ทฤษฎีดวยกันซึ่งเปนขยายแนวคิดทฤษฎีจุดตรึงของการสงหลายคาแบบวน ซึ่ง
วางนัยทั่วไปกวาของ Neamanee and Kaewkhao (2011) ดังตอไปนี้  
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 ( 2)  ถา x X และ  ny  ใน X  เม่ือ lim nn
y y


  ซึ่ง ( , )np x y M  สําหรับบางคาคงที่ 0M  ที่ขึ้นอยูกับ x  แลว 

( , )p x y M  
 ( 3)  สําหรับลําดับ  nx  ใน X  ซึ่ง  lim sup ( , ) : 0n mn

p x x m n


   ถามีลําดับ ny  ใน X  ซึ่ง lim ( , ) 0n nn
p x y


  

แลว lim ( , ) 0n nn
d x y


  

 ( 4)  สําหรับ , ,x y z X , ( , ) 0p x y   และ ( , ) 0p x z   แลว y z  
บทนิยาม 2.2  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทางและ : [0, )p X X   เปนฟงกชัน จะเรียก p  วาเปนฟงกชัน  0   ก็
ตอเมื่อ p  วาเปนฟงกชัน  และ ( , ) 0p x x   สําหรับทุก x X   
บทตั้ง 2.3  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ : [0, )p X X    เปนฟงกชัน ถา p  สอดคลองกับ ( 3 ) และ
ลําดับ { }nx  บน X  ซึ่ง lim sup{ ( , ) : } 0n mn

p x x m n


   แลว { }nx  เปนลําดับโคชีบน X    
บทตั้ง 2.4  ให A เปนเซตปดท่ีไมวางบนปริภูมอิงระยะทาง ( , )X d  และ : [0, )p X X   เปนฟงกชัน กําหนดให p    
มีสมบัติสอดคลอง ( 3 ) และมี u X ซึ่ง ( , ) 0p u u   ดังนั้น จะไดวา ( , ) 0p u A   ก็ตอเมื่อ u A  เม่ือ 

( , ) inf{ ( , ) | }p u A p u a a A   
บทตั้ง 2.5  ให x X  และ : [0, )p X X    เปนฟงกชัน 0  บน X   ถา A  เปนเซตปด แลว จะมี a A  
ซึ่ง ( , ) ( , )p x a p x A  
บทนิยาม 2.6  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทางและ p  เปนฟงกชัน 0  สําหรับ , ( )A B CB X  กําหนดฟงกชัน 

: ( ) ( ) [0, )pD CB X CB X    โดย 
 ( , ) max ( , ), ( , )p p pD A B A B B A   

เม่ือ  ( , ) sup ( , ) :p A B p a B a A   และ  ( , ) inf ( , ) :p x A p x a a A   
จะเรียก pD  วาเปนฟงกชันอิงระยะทาง 0  บน ( )CB X ที่กําหนดโดย p   
บทตั้ง 2.7  ให ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ pD  เปนฟงกชันอิงระยะทาง 0  บน ( )CB X  
ที่กําหนดโดย p  แลว สําหรับ , , ( )A B C CB X  จะสอดคลองกับเงื่อนไข 
 (1)  ถา  ( , ) 0p A B   แลว A B  
 (2)   ( , ) ( , ) ( , )p p pA C A B C B     
 (3)   สําหรับทุกฟงกชันอิงระยะทาง pD  ที่กําหนดโดย p  ที่เปนฟงกชัน 0 เปนฟงกชันอิงระยะทางบน ( )CB X  
บทนิยาม 2.8  (Mizoguchi andTakahashi (1989)) ให : [0, ) [0,1)    เปนฟงกชัน จะเรียก   วาเปนฟงกชันMT           
ก็ตอเมื่อ สอดคลองกับเงื่อนไขของ Mizoguchi-Takahashi นั่นคือ limsup ( ) 1

s t
s


  สําหรับทุก [0, )t     

ขอสังเกต 2.9  
 (1)  ถาฟงกชัน : [0, ) [0,1)    ซึ่ง ( )t k   เม่ือ [0,1)k   แลว   เปนฟงกชัน MT  
 (2)  ถา :[0, ) [0,1)    เปนฟงกชันไมลด (Non-decreasing function) แลว   เปนฟงกชัน MT  
 (3)  ถา : [0, ) [0,1)    เปนฟงกชัน MT  ก็ตอเมื่อ สําหรับทุก [0, )t   จะมี [0,1)tr  และ [0,1)t    
ซึ่ง ( ) ts r   สําหรับทุก [ , )ts t t    
 (4)   ถา : [0, ) [0,1)    เปนฟงกชัน MT  แลว : [0, ) [0,1)k    ซึ่ง ( ) 1( )

2
tk t  

  เปนฟงกชัน MT  
 ดังนั้น จากแนวคิดที่ไดศึกษาความรูพื้นฐาน บทนิยามและบทตั้ง ที่ไดมาจากงานวิจัยของ Du, W. (2010) จึงนําไปสูการสราง
ทฤษฎีจุดตรึงสําหรับการสงหลายคาแบบวนบนรูปทั่วไปของฟงกชันอิงระยะทาง 0  ภายใตปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ซึ่งวางนัย
ทั่วไปกวาของ Neamanee and Kaewkhao (2011) 
 
3. ทฤษฎีจุดตรึงสําหรับการสงหลายคาแบบวนบนรูปทั่วไปของฟงกชันอิงระยะทาง 0 ภายใตปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ 
 ทฤษฎีบทที่สําคัญในงานวิจัยน้ีมีทั้งหมด 3 ทฤษฎีดวยกันซึ่งเปนขยายแนวคิดทฤษฎีจุดตรึงของการสงหลายคาแบบวน ซึ่ง
วางนัยทั่วไปกวาของ Neamanee and Kaewkhao (2011) ดังตอไปนี้  
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ทฤษฎีบท 3.1  ให A  และ B  เปนเซตยอยปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ( , )X d  และให : [0, )p X X    
เปนฟงกชัน 0  บน X  กําหนดให T  เปนการสงหลายคาแบบวนบน A  และ B  และ Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขต สําหรับทุก 
x A B   และให :[0, ) [0,1)    เปนฟงกชัน MT  ซึ่ง  

( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y  สําหรับทุก x A และ y B  
แลว T จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน A B  
พิสูจน จากขอสังเกต 2.9 (4) เราสามารถนิยามฟงกชัน :[0, ) [0,1)k    ที่เปนฟงกชัน MT  โดย ( ) 1( )

2
tk t  

                    
ดังนั้น จะไดวา ( ) ( )t k t   และ 0 ( ) 1k t   สําหรับทุก [0, )t   กําหนดให 0x A  และ 1 0x Tx B   ถา 

0 1( , ) 0pD Tx Tx   จะไดวา 0 1Tx Tx  นั่นคือ 1 1x Tx  นั่นหมายความวา TF   แตถา 0 1( , ) 0pD Tx Tx   จะไดวา จะมี 
2 1x Tx A   ซึ่ง  

1 2 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1( , ) ( , ) ( ( , )) ( , ) ( ( , )) ( , )pp x x D Tx Tx p x x p x x k p x x p x x    
นั่นคือ 1 2 0 1 0 1( , ) ( ( , )) ( , )p x x k p x x p x x  แตถา 1 2( , ) 0pD Tx Tx   ซึ่งจะไดวา 1 2Tx Tx  นั่นคือ 2 2x Tx  แสดงวาวา TF   
แตถา 1 2( , ) 0pD Tx Tx   จะไดวา จะมี 3 2x Tx B   ซึ่ง  

2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ( , )) ( , ) ( ( , )) ( , )pp x x D Tx Tx p x x p x x k p x x p x x    
นั่นคือ 2 3 1 2 1 2( , ) ( ( , )) ( , )p x x k p x x p x x  ในทํานองเดียวกัน เราจะไดลําดับ  nx  โดยที่ 1n nx Tx   ซึ่งจะพบวา 2nx A , 

2 1nx B  , 1( , ) 0n np x x    และ 1 2 1 1( , ) ( ( , )) ( , )n n n n n np x x k p x x p x x     สําหรับ n�  เนื่องจาก ( ) 1k t   สําหรับทุก 
[0, )t   ดังนั้น  1( , )n np x x   เปนลําดับลดอยางเขมในชวง [0, )  กําหนดให 1 1: lim ( , ) inf ( , ) 0n n n nn n

p x x p x x  
 

  
�

 
เนื่องจาก k   เปนฟงกชัน MT  ดังนั้น จะมี (0,1)c  และ 0    ซึ่ง ( )k s c  สําหรับทุก [ , )s      และเนื่องจาก 

1 1: lim ( , ) inf ( , ) 0n n n nn n
p x x p x x  

 
  

�
นั่นคือ สําหรับทุก 0   จะมี  �  ที่เปนจํานวนคี่ ซึ่ง 1( , )n np x x      

สําหรับทุก n�  เม่ือ n    และกําหนดให 1n nv x      
ดังนั้น เราจะพบวา 

 1 2 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n np v v k p v v p v v cp v v       
เพราะฉะนั้น เราจะไดวา 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )n

n n n np v v cp v v c p v v      สําหรับทุก n�  ดังนั้น สําหรับ ,n m�  ซึ่ง m n  จะไดวา 
     1 1 2 1( , )  ( , ) ( , ) ( , )n m n n n n m mp v v p v v p v v p v v        
       

1 1
1 2 1 2 1 2< c ( , ) ( , ) ( , )n n mp v v c p v v c p v v   

 
       

1

1 2< ( , )
1

nc p v v
c



  
   (2.4) 

เนื่องจาก  0<c 1  เม่ือ n  ดังนั้น lim sup{ ( , ) : } 0 n mn
p v v m n


  เพราะฉะนั้นลําดับ { }nv  เปนลําดับโคชี   

เนื่องจาก ( , )X d  เปนปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ดังนั้น จะมี v X  ซึ่ง nv v  เม่ือ n  เนื่องจาก 2{ }nx A                    
และ 2 1{ }nx B   ดังนั้น 2{ }nv A  และ 2 1{ }nv B    เนื่องจาก A  และ B  เปนเซตปด และ 2nv v  และ 2 1nv v                   
เม่ือ n  ทําใหไดวา v A  และ v B  ตามลําดับ แสดงวา v A B   และจากเงื่อนไข ( 2) และ (2.4)                   
จะไดวา สําหรับทุก n�  

1

1 2( , )  < ( , )
1

n

n
cp v v p v v

c




 

จะไดวา  lim ( , ) 0nn
p v v


  แตเนื่องจาก  

       1 1( , )   ( , ) ( , )n np v Tv p v v p v Tv    
             1 ( , ) ( , )n p np v v D Tv Tv   
              1 ( , ) ( ( , )) ( , )n n np v v p v v p v v   ดังนั้น สําหรับ n  จะไดวา ( , ) 0p v Tv   และ เนื่องจาก  Tv เปนเซตปด แสดงวา v Tv    
ขอสังเกต 3.2  เราจะพบวาทฤษฎีบท 3.1 ไดขยายทฤษฎีบท 1.1  

ตัวอยาง 3.3  ให , {0,1}X A �  และ {1,2}B   เม่ือ ( , ) | |d x y x y   สําหรับ ,x y X   แลว ( , )X d  เปนปริภูมิ                   
อิงระยะทางบริบูรณและใหการสง : ( )T A B P X   กําหนดโดย 

 
 
1,2  ; 0,

1      ; {1,2}

x
Tx

x

  
  

จากเงื่อนไขดังกลาวเห็นไดชัดวา T เปนการสงหลายคาแบบวนบน A  และ B  ซึ่ง Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขต สําหรับทุก 
{0,1, 2}x A B    และ {1}TF A B    

 ซึ่งเราจะพบวา ( 0, 1) 1H T T   และ (0,1) 1d   ดังนั้น จึงไมมีคาคงที่ (0,1)k   ที่ทําให ( 0, 1) (0,1)H T T kd  ทําให
ทฤษฎีบท 1.1 ซึ่งเปนทฤษฎีบทในงานวิจัยของ Neamanee and Kaewkhao (2011) ไมสามารถบอกไดวา T จะมีจุดตรึงใน 
A B  แตพบวา สําหรับ : [0, )p X X    กําหนดโดย 

( , ) max{2( ),3( )}p x y x y y x    สําหรับ ,x y X  
และ :[0, ) [0,1)    กําหนดโดย 

9( )
10

t   สําหรับทุก [0, )t   
จะไดวา 9( 0, 1) 2 (3) ( (0,1)) (0,1)

10pD T T p p   , 9( 0, 2) 2 (6) ( (0,2)) (0,2)
10pD T T p p    , 

และ 
9( 1, 2) 0 (3) ( (1,2)) (1,2)

10pD T T p p    ทําใหไดวา ( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y  สําหรับทุก x A     
และ y B  และเนื่องจาก p  เปนฟงกชัน 0  บน X  และ   เปนฟงกชัน MT  ซึ่งสอดคลองกับ ทฤษฎีบท 3.1 ทําใหไดวา  

TF   และ TF A B   
ทฤษฎีบท 3.4  ให   1

n
i iA

  เปนเซตยอยปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ( , )X d  และให : [0, )p X X    เปน
ฟงกชัน 0  บน X  กําหนดให 

1
: 2n X

ii
T A


  เปนการสงหลายคาแบบวนบน 

1

n
ii

A
  และ Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขต                   

สําหรับทุก 
1

n
ii

x A


  และเมื่อ 1 1nA A   ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
 (a)   1i iTa A  สําหรับ i ia A  และ 1 i n    
 (b)   มี :[0, ) [0,1)    ที่เปนฟงกชัน MT  ซึ่ง ( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y   
  สําหรับทุก ix A  และ 1iy A เม่ือ 1 i n   
แลว T  จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน 

1

n
ii

A
  

พิสูจน   การพิสูจนสามารถพิสูจนไดในลักษณะเดียวกับทฤษฎีบท 3.1  
ขอสังเกต 3.5 เราจะพบวาทฤษฎีบท 3.4 ไดขยายทฤษฎีบท 1.2  
ทฤษฎีบท 3.6 ให A  และ B  เปนเซตยอยปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ( , )X d  และ : [0, )p X X    เปน
ฟงกชัน 0  บน ( )CB X  กําหนดให T  เปนการสงหลายคาแบบวนบน A  และ B  และ Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขตสําหรับทุก 
x A B   ถามีฟงกชัน :[0, ) [0,1)    ซึ่งเปนฟงกชัน MT  และคาคงที่ 0L   ซึ่ง  

 ( , ) ( ( , )) ( , ) min ( , ), ( , )pD Tx Ty p x y p x y L p x Ty p y Tx    
สําหรับทุก x A  และ y B  แลว T  จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน A B  และ TF  เปนเซตปด  
พิสูจน  เราสามารถใชวิธีการเดียวกันกับทฤษฎี 3.1 ในการสรางลําดับ  nx ซึ่ง 1n nx Tx   เพราะฉะนั้น ถา nx A                
เราจะไดวา 1n nx Tx B    ดังนั้น จะไดวา              1 1 1 1 1( , ) ( ( , )) ( , ) min ( , ), ( , )p n n n n n n n n n nD Tx Tx p x x p x x L p x Tx p x Tx        
                  1 1 1( ( , )) ( , ) ( , )n n n n n np x x p x x L p x Tx       
                  1 1( ( , )) ( , )n n n np x x p x x    
ดังนั้น แสดงวา TF   และ TF A B   ตอไปเราจะแสดงวา TF  เปนเซตปด  กําหนดให    0n nx 

  เปนลําดับใน TF    
ซึ่ง nx u  เนื่องจาก TF A B   และ A B  เปนเซตปด จะไดวา u A B   ดังนั้น 
  1 1( , )    ( , ) ( , ) ( , )n n n p np u Tu p u x p x Tx D Tx Tu        
           1  ( , ) ( , )n p np u x D Tx Tu     
           1 1 1  ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , )n n n np u x p x u p x u Lp u Tx       
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ตัวอยาง 3.3  ให , {0,1}X A �  และ {1,2}B   เม่ือ ( , ) | |d x y x y   สําหรับ ,x y X   แลว ( , )X d  เปนปริภูมิ                   
อิงระยะทางบริบูรณและใหการสง : ( )T A B P X   กําหนดโดย 

 
 
1,2  ; 0,

1      ; {1,2}

x
Tx

x

  
  

จากเงื่อนไขดังกลาวเห็นไดชัดวา T เปนการสงหลายคาแบบวนบน A  และ B  ซึ่ง Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขต สําหรับทุก 
{0,1, 2}x A B    และ {1}TF A B    

 ซึ่งเราจะพบวา ( 0, 1) 1H T T   และ (0,1) 1d   ดังนั้น จึงไมมีคาคงที่ (0,1)k   ที่ทําให ( 0, 1) (0,1)H T T kd  ทําให
ทฤษฎีบท 1.1 ซึ่งเปนทฤษฎีบทในงานวิจัยของ Neamanee and Kaewkhao (2011) ไมสามารถบอกไดวา T จะมีจุดตรึงใน 
A B  แตพบวา สําหรับ : [0, )p X X    กําหนดโดย 

( , ) max{2( ),3( )}p x y x y y x    สําหรับ ,x y X  
และ :[0, ) [0,1)    กําหนดโดย 

9( )
10

t   สําหรับทุก [0, )t   
จะไดวา 9( 0, 1) 2 (3) ( (0,1)) (0,1)

10pD T T p p   , 9( 0, 2) 2 (6) ( (0,2)) (0,2)
10pD T T p p    , 

และ 
9( 1, 2) 0 (3) ( (1,2)) (1,2)

10pD T T p p    ทําใหไดวา ( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y  สําหรับทุก x A     
และ y B  และเนื่องจาก p  เปนฟงกชัน 0  บน X  และ   เปนฟงกชัน MT  ซึ่งสอดคลองกับ ทฤษฎีบท 3.1 ทําใหไดวา  

TF   และ TF A B   
ทฤษฎีบท 3.4  ให   1

n
i iA

  เปนเซตยอยปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ( , )X d  และให : [0, )p X X    เปน
ฟงกชัน 0  บน X  กําหนดให 

1
: 2n X

ii
T A


  เปนการสงหลายคาแบบวนบน 

1

n
ii

A
  และ Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขต                   

สําหรับทุก 
1

n
ii

x A


  และเมื่อ 1 1nA A   ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 
 (a)   1i iTa A  สําหรับ i ia A  และ 1 i n    
 (b)   มี :[0, ) [0,1)    ที่เปนฟงกชัน MT  ซึ่ง ( , ) ( ( , )) ( , )pD Tx Ty p x y p x y   
  สําหรับทุก ix A  และ 1iy A เม่ือ 1 i n   
แลว T  จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน 

1

n
ii

A
  

พิสูจน   การพิสูจนสามารถพิสูจนไดในลักษณะเดียวกับทฤษฎีบท 3.1  
ขอสังเกต 3.5 เราจะพบวาทฤษฎีบท 3.4 ไดขยายทฤษฎีบท 1.2  
ทฤษฎีบท 3.6 ให A  และ B  เปนเซตยอยปดที่ไมวางของปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ ( , )X d  และ : [0, )p X X    เปน
ฟงกชัน 0  บน ( )CB X  กําหนดให T  เปนการสงหลายคาแบบวนบน A  และ B  และ Tx  เปนเซตปดที่มีขอบเขตสําหรับทุก 
x A B   ถามีฟงกชัน :[0, ) [0,1)    ซึ่งเปนฟงกชัน MT  และคาคงที่ 0L   ซึ่ง  

 ( , ) ( ( , )) ( , ) min ( , ), ( , )pD Tx Ty p x y p x y L p x Ty p y Tx    
สําหรับทุก x A  และ y B  แลว T  จะมีจุดตรึงอยางนอยหนึ่งจุดใน A B  และ TF  เปนเซตปด  
พิสูจน  เราสามารถใชวิธีการเดียวกันกับทฤษฎี 3.1 ในการสรางลําดับ  nx ซึ่ง 1n nx Tx   เพราะฉะนั้น ถา nx A                
เราจะไดวา 1n nx Tx B    ดังนั้น จะไดวา              1 1 1 1 1( , ) ( ( , )) ( , ) min ( , ), ( , )p n n n n n n n n n nD Tx Tx p x x p x x L p x Tx p x Tx        
                  1 1 1( ( , )) ( , ) ( , )n n n n n np x x p x x L p x Tx       
                  1 1( ( , )) ( , )n n n np x x p x x    
ดังนั้น แสดงวา TF   และ TF A B   ตอไปเราจะแสดงวา TF  เปนเซตปด  กําหนดให    0n nx 

  เปนลําดับใน TF    
ซึ่ง nx u  เนื่องจาก TF A B   และ A B  เปนเซตปด จะไดวา u A B   ดังนั้น 
  1 1( , )    ( , ) ( , ) ( , )n n n p np u Tu p u x p x Tx D Tx Tu        
           1  ( , ) ( , )n p np u x D Tx Tu     
           1 1 1  ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , )n n n np u x p x u p x u Lp u Tx       
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                        1 1 1  ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n np u x p x u p x u L p u x p x Tx              
         1 1  ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , )n n n np u x p x u p x u Lp u x      
เพราะฉะนั้น ถา n    จะไดวา ( , ) 0p u Tu   เนื่องจาก Tu  เปนเซตปด ดังนั้น u Tu  ทําใหไดวา TF  เปนเซตปด  
แสดงวา TF  เปนเซตปด 
ขอสังเกต 3.7  เราจะพบวาทฤษฎีบท 3.6 ไดขยายทฤษฎีบท 1.3  
 
4. บทสรุป 
 จากบทความนี้จะพบวิธีการในนําเอาความรูที่ไดจากการศึกษางานวิจัยตางๆ โดยเฉพาะงานวิจัยของ Du (2010) ที่ไดศึกษา
เก่ียวกับฟงชัน 0  ฟงกชันอิงระยะทาง pD  และฟงกชัน MT มาใชในการสรางและพิสูจนทฤษฎีที่เกี่ยวของกับจุดตรึงสําหรับการสง
หลายคาแบบวนบนรูปทั่วไปของฟงกชันอิงระยะทาง 0  ภายใตปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณที่วางนัยทั่วไปกวาของ Neamanee and 
Kaewkhao (2011)  
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การปรับปรุงคุณสมบัติเชงิกลของฟลม พอลิไวนลิแอลกอฮอล (พี วี เอ)/โซเดียมคารบอกซ่ี เมทิล
เซลลูโลส (โซเดียม-ซี เอ็ม ซี) สําหรับประยุกตใชในบรรจุภณัฑแอคทีฟ 

Improvement mechanical properties of polyvinyl alcohol (PVA)/sodium carboxymethyl cellulose (Na-
CMC) films for active packaging applications 
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ภาควิชาวิทยาศาสตร คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีการเกษตร มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลลานนา 
 
บทคัดยอ 
 
 เพื่อปรับปรุงสมบัติเชิงกลของแผนฟลมบางพีวีเอ/โซเดียม-ซีเอ็มซี โดยเฉพาะอยางยิ่งความเหนียวและความยืดหยุนให
เหมาะสมกับการใชงานเปนบรรจุภัณฑแอคทีฟจึงไดทําการเตรียมแผนฟลมบางพีวีเอ/ โซเดียม-ซีเอ็มซีโดยละลายแปง (0 - 40%
โดยน้ําหนัก) และกลีเชอรอล (0 และ 15% โดยน้ําหนัก) ในนํ้ารอนแลวทดสอบสมบัติเชิงกลและความรอน ลักษณะพื้นผิวของ
แผนฟลมบางพีวีเอ/โซเดียม-ซีเอ็มซี/แปงพบวาการใชโซเดียม-ซีเอ็มซีและแปง ชวยเพิ่มความแข็งแรงและความใสใหกับพอลิเมอร
ผสมโดยแปงตองมีปริมาณไมเกิน 40% โดยน้ําหนักและการใชกลีเชอรอลเปนสารเพ่ิมความยืดหยุนนั้นสามารถเพ่ิมสมบัติเชิงกล
ใหมีความยืดหยุนของพอลิเมอรผสมใหดีขึ้นและเพ่ิมความเขากันไดของพอลิเมอรทั้งสามองคประกอบ ซึ่งสามารถยืนยันไดดวย
การวิเคราะหสมบัติทางความรอน,ภาพถายจากกลองจุลทรรศนอิเล็กตรอนแบบสองกราด และการทดสอบแรงดึง 
 
คําสําคัญ : พีวีเอ / แปง / โซเดียม-ซีเอ็มซี / วัสดุบรรจุภัณฑ / ยอยสลายไดทางชีวภาพ 
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