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บทคดัย่อ 

 
 การแขง่ขนักีฬารายการส าคญัๆ ต้องการรูปแบบการจดัการแขง่ขนัระหวา่งทีมต่างๆ อนัน ามาซึ่งผู้ชนะเลิศที่เก่ง
ที่สดุอย่างแท้จริง บทความนีส้นใจการแข่งขนักีฬาซึ่งแต่ละนดัเป็นการแข่งขนัระหว่าง 3  ทีม ประเภทที่มีการบกุและการ
ตัง้รับ เช่นการแข่งขนัฟุตบอลแบบ 3  ทีม เป็นต้น เราได้น าเสนอวิธีการแก้ปัญหาโดยประยุกต์ใช้ผลเฉลยของระบบสาม
สิ่งของเคิร์กแมน เพื่อสร้างรูปแบบการจดัการแข่งขนัที่ต้องการ อีกทัง้ยงัพิสจูน์ได้ว่า จะสามารถสร้างรูปแบบการจดัการ
แข่งขนัดงักลา่วได้ก็ต่อเมื่อ จ านวนทีมจะต้องไม่เป็น 6  แต่ต้องอยู่ในรูป  6 , 6 1, 6 3t t t  หรือ 6 4t เท่านัน้ เมื่อ t  

เป็นจ านวนเต็มที่ไมเ่ป็นลบ 
 
ค าส าคัญ : ระบบสามสิง่ของสไตเนอร์     ระบบสามสิง่ของเคิร์กแมน    ปัญหานกัเรียนหญิงของเคิร์กแมน 
 
 

Abstract 
 

 The essence of a sport scheduling is to make sure that each team can compete fairly and the best 
team will win. This article focuses on a tournament in which each match is played between 3 teams; each pair 
of teams play role in attacking and defending; for example, in a 3 -team football competition. We present                     
a solution to find a schedule to guarantee the undisputed champion by applying the solutions of Kirkman 
triple systems. Furthermore, it is also proved that this problem has a solution if and only if the number of teams 
is not 6  and it is in the forms of  6 , 6 1, 6 3t t t  or 6 4t  for some natural number t . 
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บทน า 
ในปัจจุบนัทัว่โลกให้ความสนใจกบัการแข่งขนักีฬารายการส าคญั ๆ เป็นอย่างมาก ไม่ว่าจะเป็นกีฬาโอลิมปิก 

กีฬาพาราลมิปิก หรือฟตุบอลโลก ซึง่แตล่ะรายการและแต่ละชนิดกีฬามีรูปแบบการจดัการแข่งขนัเพื่อหาผู้ชนะที่แตกตา่ง
กนัออกไป บางรายการแขง่ขนัแบบพบกนัหมด แตบ่างรายการแขง่ขนัแบบแพ้คดัออก ในขณะท่ีบางรายการแขง่ขนัแบบท้า
ชิง หรือในบางครัง้มีการน ารูปแบบเหลา่นีม้าผสมผสานกนั ค าถามที่ตามมาอย่างหลีกเลี่ยงไม่ได้คือ ผู้ชนะเลิศใช่ผู้ที่เก่ง
ที่สดุหรือไม ่และการจดัการแขง่ขนัรูปแบบใดที่ท าให้เราสามารถค้นหาผู้ที่เก่งที่สดุได้จริง หากการแขง่ขนัแตล่ะนดัเป็นการ
แข่งขนัระหว่าง 2 ทีม การแข่งขนัแบบพบกันหมดในระบบเหย้า–เยือน ท าให้ทกุทีมได้แข่งขนักบัทีมอื่น ๆ ทัง้หมด ทัง้ใน
ลกัษณะของการเป็นทีมเหย้าและทีมเยือน ดังนัน้ทีมที่ชนะจากการจัดการแข่งขนัลกัษณะนีจ้ึงเป็นทีมที่เก่งที่สุดอย่าง
แท้จริง แต่ถ้าการแข่งขนัแต่ละนดัเป็นการแขง่ขนัระหว่าง 3 ทีมประเภทที่มีการบกุและการตัง้รับ เช่น การแข่งขนัฟุตบอล
แบบสามทีมซึ่งได้รับความนิยมอย่างมากในประเทศแถบสแกนดิเนเวีย จะไม่สามารถจัดการแข่งขันแบบพบกันหมด       
ในระบบเหย้า–เยือนได้ ทวา่ผลเฉลยของปัญหานกัเรียนหญิงของเคิร์กแมนสามารถน ามาช่วยแก้ไขปัญหานีไ้ด้  

 

 
ภาพที ่1: แสดงการแขง่ขนัฟตุบอลแบบสามทีม 

ที่มา: http://www.101greatgoals.com/blog/nutty–norwegians–tv2–invent–three–way–football/ [29 กนัยายน 2555] 
 

ระบบสามสิ่งของเคิร์กแมน (Kirkman Triple System) 
ปัญหานักเรียนหญิงของเคิร์กแมน (Kirkman’s Schoolgirl Problem) เป็นปัญหาที่มีช่ือเสียงในสาขาแผน

แบบเชิงการจัด (Combinatorial Design) ถูกตัง้เมื่อปี พ.ศ.2393 โดยพระอธิการโทมัส เพงตัน เคิร์กแมน (Kirkman) 
แห่งโบสถ์ครอฟท์ (Croft) เขียนลงในหนังสือ ช่ือ “บันทึกประจ าวันของสุภาพสตรีและสุภาพบุรุษ (Ladies’s and 
Gentleman’s Diary)” ความว่า “ถ้ามีนกัเรียนหญิงจ านวน 15 คน จะมีวิธีจดัการเดินแถว 5 แถว แถวละ 3 คน เป็นเวลา 7 
วนั (เดินวนัละ 1 รอบ) ได้หรือไม่ โดยที่นกัเรียนหญิงแต่ละคนต้องเดินในแถวเดียวกับเพื่อนคนอื่นทุกคน คนละ 1 รอบ
เทา่นัน้” (Kirkman, 1850)    

ก่อนจะกล่าวถึงผลเฉลยของปัญหานักเรียนหญิงของเคิร์กแมนจ าเป็นต้องท าความเข้าใจเก่ียวกับระบบ 
สามสิ่งของสไตเนอร์ และระบบสามสิ่งของเคิ ร์กแมน ทัง้นี ร้ะบบสามสิ่งของสไตเนอร์ (ตัง้ตามช่ือของ จาคอบ 
สไตเนอร์ (Jakob Steiner) นกัคณิตศาสตร์ชาวสวิตเซอร์แลนด์ ผู้บกุเบิกศาสตร์แขนงนี)้ นิยามวา่ ระบบสามสิ่งของสไต
เนอร์ขนาด v  (Steiner Triple System of Orderv : ( )ST S v ) คือแผนแบบ (X, B) ซึ่ง X เป็นเซตขนาด v   ( v 3) 
และ B เป็นเซตที่ประกอบด้วยเซตย่อยขนาด 3 ของ X (เรียกว่า “บล็อก”) ภายใต้เง่ือนไขว่า สมาชิก 2 ตวัใด ๆ ของ X            
ต้องปรากฎพร้อมกันใน 1 บล็อกเท่านัน้ ในขณะที่ระบบสามสิ่ งของเคิร์กแมนขนาด v  (Kirkman Triple System of 
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Order v : ( )K T S v ) คือ ระบบสามสิ่งของสไตเนอร์ที่สามารถแบ่งกัน้ (partition) B ได้ เรียกว่า “ชัน้ขนาน” (Parallel 

Class) โดยที่แตล่ะชัน้จะปรากฎสมาชิกของ X ครบทกุตวั ตวัละ 1 ครัง้ (Jakob Steiner, 1853) 
 
 

 
(a)  

 
(b)  

ภาพที ่2: (a)  จาคอบ สไตเนอร์ 
                       (b)  โทมสั เพงตนั เคร์ิกแมน 

            ที่มา: www.ams.org/samplings/feature–column/fcarc–finitegeometries [29 สงิหาคม 2555] 
 
ตัวอย่างที่  1   พิจารณาแผนแบบ (X, B) เมื่อ X = {1, 2, …, 7} และ B = {{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 7}, {5, 6, 
1}, {6, 7, 2}, {7, 1, 3}} พบวา่แผนแบบ (X, B) เป็น (7)STS          
 

เพื่อความสะดวกและไมส่บัสน ตัง้แต่นีเ้ป็นต้นไป จะใช้สญัลกัษณ์ 1  2  3 แทน {1, 2, 3} เช่น เซตของบล็อกของ 
(7)STS  สามารถแสดงได้ดงันี ้   1  2  4,    2  3  5,    3  4  6,    4  5  7,    5  6  1,    6  7  2,     7  1  3 

  
ตัวอย่างที่ 2   พิจารณา X = {1, 2, …, 9} และเซตของบลอ็กทีจ่ดัเป็นชัน้ขนานด้านลา่งนี ้เห็นได้ชดัวา่เป็น (9)KTS  
                  1  5  9                   2  6  9                    3  7  9                    4  8  9 
                  2  7  8                   3  8  1                    4  1  2                    5  2  3 
                  3  4  6                   4  5  7                    5  6  8                    6  7  1   
               ชัน้ขนานที ่1         ชัน้ขนานที่ 2             ชัน้ขนานที่ 3           ชัน้ขนานที่ 4                                                                                                                                                                                                                                                               
                                                                                                                                

นอกจากนีย้ังสามารถสังเกตเพิ่มเติมได้อีกว่าการจัดการแข่งขันที่แต่ละนัดเป็นการแข่งขันระหว่าง 3 ทีม                 
โดยสนใจเพียงให้แตล่ะทีมได้พบกบัทีมอื่นทัง้หมดทีมละ 1 ครัง้ เปรียบได้กบัระบบสามสิ่งของสไตเนอร์ โดยแตล่ะทีมเป็น
เสมือนแต่ละสมาชิกของ X และการแข่งขนัแต่ละนดัเป็นเสมือนแต่ละบล็อก แต่ถ้าสนใจเพิ่มเติมว่าการจัดการแข่งขัน           
ที่ได้นัน้นอกจากจะต้องสอดคล้องเง่ือนไขข้างต้นแล้วยังต้องสามารถแบ่งการแข่งขันเป็นวันได้ด้วย (ใน 1 วันทุกทีม             
ต้องแข่งขนั 1 นัด)               การจัดการแข่งขนัรูปแบบนีจ้ะมีลกัษณะประหนึ่งระบบสามสิ่งของเคิร์กแมน นอกจากนี ้             
ผลเฉลยของปัญหานกัเรียนหญิงของเคิร์กแมนก็คือ (15)KTS  นัน่เอง 

ส าหรับกรณีทัว่ไป การมีผลเฉลยของ ( )STS v  และ ( )KTS v เกิดขึน้เมื่อค่า v  เป็นไปตามเง่ือนไขเฉพาะบาง
ประการซึ่งดงัแสดงในทฤษฎีบทที่ 1 และทฤษฎีบทที่ 2 ซึ่งรายละเอียดบทพิสจูน์สามารถอ่านได้ในเอกสารงานวิจัยของ            
สไตเนอร์ (Steiner, 1853) และเอกสารงานวิจยัของ เรย์-เชาด์ฮริู และวิลสนั (Ray-Chaudhuri & Wilson, 1971) 

 
 
 

http://www.ams.org/samplings/feature–column/fcarc–finitegeometries
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ทฤษฎีบทที่ 1 (Steiner, 1853)  จะมี ( )STS v ก็ตอ่เมื่อ  1v หรือ 3(mod 6)   
ทฤษฎีบทที่ 2 (Ray-Chaudhuri & Wilson, 1971)  จะม ี ( )KTS v ก็ตอ่เมื่อ  3(mod 6)v  

ถ้า ( )STS v เป็น ( )KTS v แล้ว แต่ละชัน้ขนานจะเป็นการแบง่กัน้เซตของจดุยอดออกเป็นบล็อกขนาด 3 ดงันัน้ 
3 จึงหาร v  ลงตวั ส าหรับเง่ือนไขพอเพียงพิสจูน์ได้โดยการสร้าง ( )KTS v  ซึ่งตัง้แต่อดีตจวบจนปัจจุบนั นกัวิจัยคิดค้น
วิธีการสร้าง ( )KTS v  ได้หลากหลายวิธี เช่น งานวิจยัของสตินสนัและแวนสโตน (Stinson & Vanstone, 1985) งานวิจยั
ของบาร์เนียย์และบริสเซท (Barnire & Brisset, 2002) และงานวิจัยของลี่และคณะ (Li et al., 2011) อย่างไรก็ตาม            
ก่อนที ่เรย์-เชาด์ฮริู และวิลสนัจะเป็นผู้พิสจูน์ได้เป็นกลุม่แรก เวลาก็ลว่งเลยมานานถึง 121 ปี จึงเป็นท่ีน่าสนใจที่จะศึกษา
แนวคิดดัง้เดิมในการสร้าง ( )KTS v  ซึ่งในที่นีแ้สดงการหา (9)KTS  และ (15)KTS  ด้วยวิธีของรามอน ลลู (Ramon 
Lull) ที่คิดค้นไว้ตัง้แตพ่ทุธศตวรรษที่ 18 (Gardner, 1997)  วิธีนีเ้ป็นวิธีที่เข้าใจได้ง่าย และเห็นเป็นรูปธรรม ซึง่จะพิจารณา
แผนแบบด้วยโมเดลทางทฤษฎีกราฟดงักลา่วคือ ถ้ามี ( )STS v  แล้วจะสามารถแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมในกราฟบริบรูณ์   
ที่มี v  จุดยอด (แต่ละคู่ของจุดยอดมีเส้นเช่ือมจ านวน 1 เส้นเท่านัน้ แทนด้วยสญัลกัษณ์

v
K ) เป็นสามเหลี่ยม (

3
K ) ได้ 

และถ้า ( )STS v ดงักลา่วเป็น ( )KTS v เมื่อ  6 3v t  แล้วจะสามารถแบ่งกัน้เซตของสามเหลี่ยมเหลา่นัน้ได้ จ านวน 
3 1t  ชัน้ โดยที่แต่ละชัน้ขนานประกอบด้วยสามเหลี่ยมที่ใช้จุดยอดครบทุกจุดยอดและไม่ใช้จุดยอดซ า้กันจ านวน 

2 1t   รูป ในภาพท่ี 3(b) แสดง (7)STS ในตวัอยา่งที่ 1 ด้วยรูปแบบการแบง่กัน้เซตของเส้นเช่ือมใน
7

K  ด้วยสามเหลีย่ม 
 

                           
                                     (a)  

 

                      
               (b)  

                                 ภาพที ่3: (a)  แสดงกราฟบริบรูณ์ที่มี 7 จดุยอด 

                                             (b)  แสดงการแบง่กัน้เซตของเส้นเช่ือมใน
7

K  ด้วยสามเหลีย่ม 
 
วิธีการสร้าง (9)K T S  และ (15)K T S  
 (9)KTS : สร้างได้โดยให้แต่ละสมาชิกของ X={1, 2, …, 9} แทนด้วยจุดยอดของกราฟโดยเขียนจุดยอด
หมายเลข 1 ถึง 8 เรียงโดยรอบวงกลม และจุดยอดหมายเลข 9 ในต าแหน่งจุดศนูย์กลางของวงกลม จากนัน้สร้างบล็อก
โดยการเขียนเส้นเช่ือมเพิ่มเติมเพื่อให้เกิดรูปสามเหลี่ยมตัง้ต้นจ านวน 3 รูป (สามเหลี่ยมแต่ละรูปแทนแต่ละบล็อก)            
ตามภาพท่ี 4(a) 

 

 
 

  



1 

                 

mod 8 ; 1,2,...,8

; 9        

x x

x

x

x x
 

 
 

                 (a)                                    (b)  
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ภาพที ่4: แสดงขัน้ตอนการสร้าง (9)KTS  
จากภาพที่ 4(a) พบว่า 3 บล็อกนีป้ระกอบด้วย 1 5 9     2 7 8 และ 3 4 6 เป็นชัน้ขนาน ในที่นีใ้ห้ช่ือว่าชัน้ขนาน  

ที่ 1 เนื่องจากการสร้าง (9)KTS  ต้องจดับล็อกให้เป็น 4 ชัน้ ดงันัน้อีก 3 ชัน้ขนานที่เหลือสามารถสร้างได้โดยการหมุน
สามเหลีย่มเหลา่นีจ้ านวน 3 รอบ (การหมนุแต่ละครัง้คือการสง่ 1x x   เมื่อ x  1, 2,…, 8 ภายใต้สมภาคมอดโุล 
8 และสง่ 9 9 ) ทัง้นีต้วัอยา่งการหมนุรอบที ่1 แสดงได้ดงันี ้ 

 
                       ชัน้ขนานท่ี 1 
                          
                       ชัน้ขนานท่ี 2 

1 5 9 2 7 8 3 4 6

2 6 9 3 8 1 4 5 7

          

  
 ภายหลังการหมุนจะได้ชัน้ขนานที่ 2 ดังแสดงในภาพที่  4(b) และเมื่อหมุนจนครบทัง้ 3 รอบ ถ้าเซตของ

สามเหลี่ยมที่ได้แบ่งกัน้เซตของ 
9

K แล้วจะได้ (9)KTS  ดงันัน้เซตของสามเหลี่ยมตัง้ต้นที่เหมาะสมเท่านัน้ที่ท าให้เกิด
(9)KTS ได้ ดงัเช่นเซตของสามเหลี่ยมในชัน้ขนานที่ 1 ซึง่ปรากฏในตวัอย่างที่ 2 อย่างไรก็ตามเทคนิคการหมนุลกัษณะนี ้

สามารถประยกุต์เพื่อสร้าง (15)KTS  ได้เช่นกนั ดงันี ้
 

(15)KTS : ส ร้างได้ โดยให้แต่ละสมาชิกของ X={1, 2, …, 15} แทนด้วยจุดยอดของกราฟโดยเขียน 
จุดยอดหมายเลข 1 ถึง 14 เรียงโดยรอบวงกลม และจุดยอดหมายเลข 15 ในต าแหน่งจุดศูนย์กลางของวงกลม จากนัน้
สร้างบลอ็กโดยการเขียนเส้นเช่ือมเพิ่มเติมเพื่อให้เกิดรูปสามเหลีย่มตัง้ต้นจ านวน 5 รูป ดงัภาพท่ี 5(a)  
         

 

 
 

 2 

                  

mod 14 ; 1,2,...,14

; 15         

x x

x

x

x x

 


 

 
 

                    (a)                                     (b)  
ภาพที ่5: แสดงขัน้ตอนการสร้าง (15)KTS  

 
 
จากภาพท่ี 5(a) จะได้วา่ชัน้ขนานหนึง่ของ (15)KTS ประกอบด้วย 1  2  15     3  7  10       4  5  13        

6 9  11 และ 8  12  14 ในท่ีนีใ้ห้ช่ือวา่ชัน้ขนานท่ี 1 ส าหรับอีก 6 ชัน้ท่ีเหลอืสามารถสร้างได้โดยการหมนุสามเหลีย่มเหลา่นี ้
จ านวน 6 รอบ (การหมนุแตล่ะครัง้คือการสง่ 2x x   เมื่อ x  1, 2,…, 14 ภายใต้สมภาคมอดโุล 14 และสง่ 15
15) ทัง้นีต้วัอยา่งการหมนุรอบท่ี 1 แสดงได้ดงันี ้
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         ชัน้ขนานท่ี 1 
 
         ชัน้ขนานท่ี 2 

              

1 2 15 3 7 10 4 5 13 6 9 11 8 12 14

3 4 15 5 9 12 6 7 1 8 11 13 10 14 2

 

  
หลงัจากการหมุนรอบแรกเสร็จสิน้จะได้ชัน้ขนานที่ 2 ดงัแสดงในภาพที่ 5(b) และเมื่อท าการหมนุจนครบทัง้ 6 

รอบจะได้ (15)KTS  ดงันี ้
 
      1     2    15               3     4    15               5      6    15                 7      8    15 
      3     7    10               5     9    12               7    11    14                 9    13      2 
      4     5    13               6     7      1               8      9      3               10    11      5 
      6     9    11               8    11    13              10    13     1              12      1      3 
      8   12    14              10    14     2              12     2     4               14      4      6 
   ชัน้ขนานที ่1               ชัน้ขนานที ่2                ชัน้ขนานที ่3               ชัน้ขนานที ่4 
 
                    9   10   15              11   12   15               13    14    15 

     11    1     4              13     3     6                1      5      8 
     12   13    7              14     1     9                2      3    11 
     14     3    5               2     5      7                4      7      9 
      2     6     8               4     8    10                6     10    12 

                                 ชัน้ขนานที่ 5               ชัน้ขนานที่ 6             ชัน้ขนานที่ 7 
 

ส าหรับค่า v  อื่น ๆ ท่ีมีค่ามากขึน้ การหาชดุของสามเหลี่ยมตัง้ต้นท าได้ซบัซ้อนขึน้ วิธีการสร้างในลกัษณะนีจ้ะ
ท าได้ล าบาก การสร้าง ( )KTS v  เมื่อ v 39  จะใช้เทคนิคแตกต่างกนัไป บางครัง้สามารถใช้ผลเฉลยของ ( )KTS v ที่ v  
มีค่าน้อยกว่ามาประยุกต์ บางครัง้อาจใช้ความรู้แผนแบบในรูปแบบอื่นเข้ามาประกอบการสร้างด้วย ซึ่งผู้อ่านที่สนใจ
สามารถอา่นได้ในหนงัสอืของวอลลสิ (Wallis, 2007) 
 
รูปแบบการจัดการแข่งขนัเพื่อหาผู้ชนะที่แท้จริง 

จากนีไ้ปจะใช้ผลเฉลยของ ( )STS v และ ( )KTS v เป็นเคร่ืองมือส าหรับแก้ปัญหาวิธีจดัการแข่งขนัซึ่งแต่ละนดั
เป็นการแขง่ขนัระหวา่ง 3 ทีมประเภทท่ีมีการบกุและการตัง้รับ ซึง่มีกติกาโดยคร่าวดงันี ้

การแข่งขันกีฬารายการหนึ่งมีทีมเข้าแข่งทัง้สิ น้  v  ทีม  โดยที่ การแข่งขันแต่ละนัดจะมีทีมลงสนาม 
เพื่ อแข่งขันพ ร้อมกันจ านวน 3 ทีม  สมมติ ว่าเป็นทีม  a  ทีม  b  และทีม  c  ถ้าทิศทางการบุกและการตัง้ รับ 
ในสนามทัง้ 3 เหตกุารณ์ตอ่ไปนีเ้กิดขึน้พร้อมกนั คือ 

(i)   a  บกุไปฝ่ัง b  และ b  ตัง้รับ a  เขียนแทนด้วย ab  
(ii)  b  บกุไปฝ่ัง c  และ c  ตัง้รับ b   เขียนแทนด้วย bc  
(iii) c  บกุไปฝ่ัง a  และ a  ตัง้รับ c  เขียนแทนด้วย ca  
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เราจะเขียนแทนการแขง่ขนันดันีด้้วยสญัลกัษณ์ ( , , )a b c  และเมื่อการบกุของทีมใดประสบความส าเร็จก็จะได้ 1 แต้ม เช่น 
ในการแข่งขนัฟุตบอลถ้าทีม a  ยิงประตทูีม b  ได้ จะได้รับ 1 คะแนน (ทีม a  ยิงประตทูีม c  ไม่นบัคะแนน) ซึ่งในกีฬา
บางประเภทอาจให้ผู้ที่ได้แต้มก่อนเป็นผู้ชนะในนดันัน้ หรือบางประเภทอาจใช้วิธีการจบัเวลาแล้วให้ผู้ชนะคือผู้ที่ได้แต้ม
มากที่สดุ 

 
 

ภาพที ่6: แสดงทิศทางการบกุของการแขง่ขนัฟตุบอลแบบสามทีม 
เพื่อให้ผู้ที่ชนะเลิศคือผู้ที่เก่งที่สดุอย่างแท้จริงแต่ละทีมจึงควรได้แข่งกับทีมอื่นทุกทีมทัง้ในเหตุการณ์ที่ตนเอง        

เป็นฝ่ายบกุและตนเองเป็นฝ่ายตัง้รับ เช่น ถ้าการแข่งขนักีฬารายการนีม้ีทีมเข้าร่วม คือ ทีม a  ทีม b  ทีม c  และทีม d         
ทิศทางการบกุทัง้หมดที่ควรต้องเกิดขึน้ คือ ab  ba  ac  ca  ad  da  bc  cb  bd  db  cd  และ dc  ซึ่งหากจ าลอง
การแขง่ขนัด้วยกราฟ สามารถแทนทีมทัง้หมดด้วยจดุยอดและทิศทางการบกุทัง้หมดด้วยเส้นเช่ือมที่มีทิศทาง (ทิศทางการ
บกุa  บกุไปฝ่ัง b  แทนด้วยเส้นเช่ือมระหวา่งจดุยอด a  กบั จดุยอด b  โดยหวัลกูศรมีทิศทางชีจ้ากa  ไป b ) พบว่าเมื่อ

การแขง่ขนัมีทีมเข้าร่วม v  ทีม จะแทนทีมและทิศทางการบกุทัง้หมดได้ด้วยกราฟ *

v
K  ซึ่งนิยามเป็นกราฟท่ีมี v  จุดยอด           

ซึง่ทกุคูข่องจดุยอดมีเส้นเช่ือมระหวา่งกนั 2 เส้น และเส้นเช่ือมทัง้สองมีทิศทางตรงข้ามกนั เช่นในภาพท่ี 7(a) แสดง *

4
K  

ก าหนดให้ กราฟที่มี 3 จุดยอด ที่แต่ละคู่ของจุดยอดมีเส้นเช่ือมระหว่างกนั 1 เส้น โดยเส้นเช่ือมเหลา่นีม้ีทิศทาง
เดียวกัน (ทวนเข็มนาฬิกาทัง้หมดหรือตามเข็มนาฬิกาทัง้หมด) เรียกว่า “3–วงจร (3–circuit)” ดงัภาพที่ 7(b)  สงัเกตว่า
จ านวนเส้นเช่ือมทัง้หมดใน *

v
K  มี ( 1)v v   เส้น และการแข่งขนั ( , , )a b c เป็น 3–วงจร นอกจากนีจ้ะนิยามเพิ่มเติมว่า          

สองวงจรใด ๆ จะเรียกว่า “สองวงจรตรงข้ามกัน” เมื่อสองวงจรนัน้มีจดุยอดเหมือนกนัแตเ่ส้นเช่ือมมีทิศทางตรงข้ามกนั 
เช่น ( , , )a b c  กบั ( , , )a c b   

   
(a)                                                     (b)                                                          (c) 

                                 ภาพที ่7: (a)  แสดง *

4
K   

                                               (b)  แสดง 3-วงจร 

                                               (c)  แสดงการแบง่กัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

4
K ด้วย 3-วงจร 

 
 ในการแข่งขนัแต่ละนดัจะเกิดทิศทางการบุกทัง้สิน้ 3 เหตุการณ์ที่ประกอบกันเป็น 3–วงจร และในการแข่งขนั         
ให้จบหนึง่รายการเพื่อหาผู้ชนะที่เก่งที่สดุจะต้องมีทิศทางการบกุจนครบ *

v
K  พอดี เพราะฉะนัน้รูปแบบการจดัการแขง่ขนั           
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จึงประหนึง่การแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

v
K  ด้วย 3–วงจร เช่น ภาพที่ 7(c) แสดงการแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

4
K  

ของการแขง่ขนักีฬาที่มีทีมเข้าร่วม คือ ทีม a  ทีม b  ทีม c  และทีม d  ด้วย 3–วงจร ดงันี ้( , , )a b c  ( , , )a c d  ( , , )a d b  
และ ( , , )b d c  ส าหรับส่วนต่อไปจะแสดงให้เห็นว่า *

v
K  สามารถแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมทัง้หมดออกเป็น 3–วงจร            

ได้ก็ต่อเมื่อ 0,1, 3v   หรือ 4(mod 6)  ยกเว้นเมื่อ 6v   โดยอ้างอิงการพิสูจน์จากงานวิจัยซึ่งเรียบเรียงโดย เจ ซี             
เบอร์มอนด์ (Bermond, 1974) ดงัทฤษฎีบทตอ่ไปนี ้
 
ทฤษฎีบทที่  3 (Bermond, 1974) ส าหรับ  6v  จะได้ว่า *

v
K  สามารถแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมทัง้หมดออกเป็น                 

3–วงจรได้ก็ตอ่เมื่อ  0, 1, 3v  หรือ 4(mod 6)  
บทพิสูจ น์   ให้    6v  สมมติ ให้ *

v
K  สามารถแบ่งกั น้ เซตของเส้น เช่ือมทั ง้หมดออกเป็น  3–วงจรได้  ดังนั น้ 

3 จะต้องหารจ านวนเส้นเช่ือมของ *

v
K  ลงตวั นัน่คือ  ( 1) 0(mod 3)v v  ดงันัน้  0, 1, 3v  หรือ 4(mod 6)  ในสว่น

ของการพิสจูน์เง่ือนไขพอเพียงจะแบง่การพิสจูน์ออกเป็น 3 กรณี 
กรณีที่ 1    1v หรือ 3(mod 6)  
กรณีนีส้ามารถใช้ผลของทฤษฎีบทที่  1 โดยตรง คือ สามารถแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมใน 

v
K  ออกเป็น

สามเหลี่ยมได้ตามรูปแบบของ ( )STS v  จากนัน้น าสามเหลี่ยม { , , }x y z  ใด ๆ มาแยกเป็น 3–วงจร จ านวน 2 วง             
คือ ( , , )x y z  และ ( , , )x z y  จะได้วา่ *

v
K  สามารถแบง่กัน้เซตของเส้นเช่ือมทัง้หมดออกเป็น 3–วงจรได้ 

กรณีที่ 2    4(mod 6)v  

ให้  6 4v t  โดยที่  1t  และ 
0

x  เป็นจดุยอดใด ๆ ของ *

v
K  

พิจารณา 
*

0
{ }

v
K x  (กราฟที่ได้จากการลบจุดยอด 

0
x  และเส้นเช่ือมทัง้หมดที่เช่ือมกับ 

0
x ออกจาก *

v
K )            

ได้วา่ 
*

0
{ }

v
K x  มีจุดยอดเหลืออยู่ 6 3t  จดุยอด จากทฤษฎีบทท่ี 2 จะสามารถประยกุต์ผลจากการแบ่งกัน้เซตของ

เส้นเช่ือมใน 
0

{ }
v

K x  ออกเป็นสามเหลี่ยมได้ตามรูปแบบของ ( 1)KTS v  ในท านองเดียวกบักรณีที่1 ท าให้ได้ชัน้
ขนานของ             3–วงจร จ านวน 2(3 1)t  ชัน้ โดยแต่ละชัน้ขนานประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน 2 1t  วง ในการ

แบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมใน 


*

6 3t
K  สมมติให้  




1 2 1
, ..., , ...,

i t
P C C C  เป็นชัน้ขนานหนึ่ง โดยที่   ( , , )

i i i i
C x y z  

ดังนัน้การแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

v
K  ที่ต้องการจะประกอบด้วย 2 ส่วน จ าแนกตามลกัษณะที่มาของ 3–วงจร             

เป็น 
1

Q  และ 
2

Q  ดงันี ้

 
1

Q  ประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน 3(2 1)t  วง โดยอาศยัแตล่ะ
i

C  ใน P และ 
0

x มาสร้าง 
0

( , , )
i i

x x y  

0
( , , )

i i
x y z  และ 

0
( , , )

i i
x z x   

 
2

Q  ประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน       (2 1) 2(3 1) 1 (2 1)(6 1)t t t t วง ในชัน้ขนานทีเ่หลอื
นอกเหนือจาก P  

กรณีที่ 3  0(mod 6)v   

ให้  6 6v t  โดยที่  1t  และ 
0 0 0
, ,x y z  เป็น 3 จดุยอดใด ๆ ที่แตกตา่งกนัใน *

v
K  

พิจารณา 
*

0 0 0
{ , , }

v
K x y z  (กราฟท่ีได้จากการลบจดุยอด 

0 0 0
, ,x y z  และเส้นเช่ือมทัง้หมดที่เช่ือมกบัสามจุด

ยอดนีอ้อกจาก *

v
K ) ซึ่งเป็นกราฟที่มี 6 3t  จุดยอด จากทฤษฎีบทที่ 2 จะสามารถประยุกต์ผลจากการแบ่งกัน้เซต           

ของเส้นเช่ือมใน 
*

0 0 0
{ , , }

v
K x y z  ออกเป็นสามเหลี่ยมได้ตามรูปแบบของ ( 3)KTS v  จะมีชัน้ขนานของ 3–วงจร 

อยู่จ านวน 2(3 1)t  ชัน้ โดยแต่ละชัน้ขนานประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน 2 1t  วง ให้  


1 2 1
, ..., , ...,

i t
P C C C   
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 
   

1 2 1
, ..., , ...

j t
P C C C  แ ล ะ  

   
1 2 1
, ..., , ...

k t
P C C C  เ ป็ น ชั ้ น ข น า น โ ด ย ที่   ( , , )

i i i i
C x y z    

    ( , , )
j j j j

C x y z  และ     ( , , )
k k k k

C x y z  ดงันัน้การแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

v
K  ที่ต้องการประกอบด้วย 5 ส่วน 

จ าแนกตามลกัษณะที่มาของ 3–วงจร เป็น 
1

Q   
2

Q   
3

Q   
4

Q  และ 
5

Q  ดงันี ้

          
1

Q  ประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน 2 วง จาก 
0 0 0

( , , )x y z  และ 
0 0 0

( , , )x z y  

 
2

Q  ประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน 3(2 1)t  วง โดยอาศยัแตล่ะ
i

C  ใน P และ 
0

x มาสร้าง 
0

( , , )
i i

x x y  

0
( , , )

i i
x y z  และ 

0
( , , )

i i
x z x  

 
3

Q  ประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน 3(2 1)t  วง โดยอาศัยแต่ละ 
i

C  ใน P  และ
0

y  มาสร้าง  
0

( , , )
j j

y x y    
 

0
( , , )

j j
y y z  และ  

0
( , , )

j j
y z x  

 
4

Q  ประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน 3(2 1)t  วง โดยอาศัยแต่ละ 
i

C  ใน P และ
0

z  มาสร้าง  
0

( , , )
k k

z x y     
 

0
( , , )

k k
z y z  และ  

0
( , , )

k k
z z x  

 
5

Q  ประกอบด้วย 3–วงจร จ านวน      (2 1)(2(3 1) 3) (2 1)(6 1)t t t t  วง ในชัน้ขนานที่ เหลือ
นอกเหนือจาก P , P  และ P                                                                                                                                                                                                                     
                                                                                                                             
ทฤษฎีบทที่ 4 (Bermond, 1974) ไมส่ามารถแบง่กัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

6
K  ออกเป็น 3–วงจรได้ 

บทพิสูจน์  สมมติให้สามารถแบ่งกัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

6
K  ออกเป็น 3–วงจรได้ และให้ 1 เป็นจุดยอดใด ๆ ใน *

6
K  

พิจารณา 3–วงจร ท่ีมีจดุยอด 1 อยูใ่นวง พบวา่ต้องเป็นกรณีใดกรณีหนึง่ตอ่ไปนี ้
 กรณีที่ 1 ไมม่ีสอง 3–วงจรตรงข้ามกนัท่ีมี 1 อยูใ่นทัง้สองวงจรนัน้ 

โดยไม่เสียนัยทั่วไป สมมติให้ 3–วงจรที่มี 1 อยู่ มีรูปแบบเป็น (1, 2, 3)    (1, 3, 4)   (1, 4, 5)    (1, 5, 6)  และ 
(1, 6, 2)  พิจารณาเส้นเช่ือมที่มีจุดยอด 2 เป็นจุดปลาย ซึ่งไม่ซ า้กับเส้นเช่ือมที่เกิดขึน้แล้วในรูปแบบข้างต้น พบว่า 24  
ต้องอยู่ใน 3–วงจร (2, 4, 3)  เท่านัน้ (เนื่องจาก 12   45  และ 62  ปรากฏแล้วใน  3–วงจร (1, 2, 3)    (1, 4, 5)  และ
(1, 6, 2)  ต า ม ล า ดั บ )  ใน ท า น อ ง เดี ย ว กั น  25  ต้ อ ง อ ยู่ ใ น  3–ว งจ ร  (2, 5, 4)  แ ล ะ สุ ด ท้ า ย 26  ต้ อ ง อ ยู่ ใ น 
3–วงจร (2, 6, 5)  ดงันัน้เส้นเช่ือมที่เหลือคือ  35 36 46 53 63  และ 64  ซึ่งพบว่าไม่สามารถน าเส้นเช่ือมเหล่านีม้า

จดัให้เป็น 3–วงจรได้ จึงเกิดข้อขดัแย้ง 
กรณีที่ 2  มีสอง 3–วงจรตรงข้ามกนัท่ีมี 1 อยูใ่นทัง้สองวงจรนัน้ 
โดยไมเ่สยีนยัทัว่ไป สมมติให้สอง 3–วงจรดงักลา่วคือ (1, 2, 3)  และ (1, 3, 2) สงัเกตวา่ไมส่ามารถมีสองวงจรตรง

ข้ามกนัท่ีมี 1 อยูใ่นทัง้สองวงจรนัน้เกิน 1  คูไ่ด้ ดงันัน้จะได้ 3–วงจรทีเ่หลอืที่มี1 ปรากฎอยูต้่องเป็น (1, 4, 5)  กบั (1, 5, 6)  
และ (1, 6, 4)  ในท านองเดียวกบัการพิสจูน์กรณีที่ 1   24  ต้องอยูใ่น 3–วงจร (2, 4, 6) ในขณะที่ 25  ต้องอยูใ่น 3–วงจร 
(2, 5, 4)  และสดุท้าย 26 และอยูใ่น 3–วงจร (2, 6, 5)  โดยเหลอืเส้นเช่ือมคือ 34 35 36 43 53  และ 63  ซึง่พบวา่           

ไมส่ามารถน าเส้นเช่ือมเหลา่นีม้าจดัให้เป็น 3–วงจรได้ จึงเกิดข้อขดัแย้ง จากทัง้สองกรณีพบวา่ไมส่ามารถแบง่กัน้เซต            
ของเส้นเช่ือมใน *

6
K  ออกเป็น 3–วงจรได้                                        

                                                                                                                       
ในตวัอยา่งที่ 3 และตวัอยา่งที่ 4 แสดงรูปแบบการจดัการแข่งขนัดงักลา่ว เมื่อมีทีมเข้าแข่งขนั 9 ทีม และ 10 ทีม 

ตามล าดบั 
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ตัวอย่างที่ 3  แสดงรูปแบบการจดัการแขง่ขนัท่ีทีมชนะคือทีมที่เก่งที่สดุอยา่งแท้จริง เมื่อมีทีมเข้าแขง่ขนั 9 ทีม 
                   (1, 5, 9)          (1, 9, 5)           (3, 9, 7)             (3, 7, 9) 
                   (2, 8, 7)          (2, 7, 8)           (2, 4, 1)             (2, 1, 4) 
                   (3, 4, 6)          (3, 6, 4)           (5, 6, 8)             (5, 8, 6) 
                  ชัน้ขนานท่ี1              ชัน้ขนานท่ี2            ชัน้ขนานท่ี3            ชัน้ขนานท่ี4                     
                    (2, 6, 9)          (2, 9, 6)          (4, 9, 8)            (4, 8, 9) 
                    (1, 3, 8)          (1, 8, 3)          (3, 5, 2)            (3, 2, 5) 
                    (4, 5, 7)          (4, 7, 5)          (6, 7, 1)            (6, 1, 7)  
                  ชัน้ขนานท่ี5              ชัน้ขนานท่ี6            ชัน้ขนานท่ี7            ชัน้ขนานท่ี8 
 

ตัวอย่างที่ 4  แสดงรูปแบบการจดัการแขง่ขนัท่ีทมีชนะคือทมีที่เก่งที่สดุอยา่งแท้จริง เมื่อมีทีมเข้าแขง่ขนั 10 ทีม 
 

(10, 1, 5) (10, 1, 9) (10, 5, 9) (10, 2, 8) (10, 2, 7) (10, 8, 7)

(10, 3, 4) (10, 3, 6) (10, 4, 6) (1, 9, 5) (2, 7, 8) (3, 6, 4)

(3, 9, 7) (2, 4, 1) (5, 6, 8) (3, 7, 9) (2, 1, 4) (5, 8, 6)

(2, 6, 9) (1, 3, 8) (4, 5, 7) (2, 9, 6) (1, 8, 3) (4, 7, 5)

(4, 9, 8) (3, 5, 2) (6, 7, 1) (4, 8, 9) (3, 2, 5) (6, 1, 7)

 

 
ส าหรับตวัอยา่งที่ 3 นัน้ เนื่องจาก 9v   สอดคล้องกบั 3(mod 6)v  ดงันัน้จึงสามารถแบง่กัน้เซตของเส้นเช่ือม

ทัง้หมดออกเป็น 3–วงจร และสามารถจัดเป็นชัน้ขนานได้อีกด้วย ซึ่งท าให้นอกจากจะได้ทีมที่เก่งที่สดุอย่างแท้จริงแล้ว           
ถ้าให้ชัน้ขนานแทนการแขง่ขนัในหนึ่งวนั พบว่าในแต่ละวนัทกุทีมจะได้แขง่ขนัทัง้หมดและการแข่งขนัจะสิน้สดุลงในเวลา
เพียง  8 วันเท่านัน้ ยิ่งถ้าแต่ละทีมแข่งได้เพียงวันละ 1 นัดเท่านัน้ แล้วจ านวนวันเท่านีถื้อเป็นจ านวนวันที่น้อยที่สุด           
ที่เป็นไปได้ จ านวนวนัที่น้อยนีน้ ามาซึ่งค่าใช้จ่ายที่ลดลง นัน่หมายความว่าการจดัการแข่งขนัลกัษณะนีท้ าให้ได้ผู้ชนะที่ดี
ที่สดุ ในเวลาที่สัน้สดุ และเสยีคา่ใช้จ่ายน้อยที่สดุ  
 
บทสรุปและข้อเสนอแนะ 

บทพิสูจน์ของทฤษฎีบทที่ 3 ให้วิธีการจัดการแข่งขนักีฬาที่แต่ละนัดเป็นการแข่งขนัระหว่าง 3 ทีมประเภทที่มี           
การบกุและการตัง้รับ ซึง่ท าให้ผู้ชนะเลศิจากการแข่งขนัรายการนีค้ือผู้ที่มีความสามารถดีที่สดุ ทัง้นีจ้ านวนทีมที่เข้าแขง่ขนั
ต้องเป็น v  ทีม โดยที่  6v  และ  0, 1, 3v  หรือ 4(mod 6)  

  แนวคิดนีส้ามารถขยายผลไปสูก่ารจดัการแขง่ขนักีฬาในรายการที่มีทีมเข้าร่วม n  ทีม โดยที่การแข่งขนัแต่ละ
นั ด เป็ น ก า รแข่ ง ขัน ระห ว่ า ง  m  ที ม  (m n ) ป ระ เภท ที่ มี ก า รบุ ก แล ะก า รตั ้ง รับ  เพื่ อ ใ ห้ ไ ด้ ผู้ ช น ะที่ มี 

ความเป็นเลศิที่สดุในกีฬาชนิดนัน้ได้ ด้วยการหาวิธีการแบง่กัน้เซตของเส้นเช่ือมใน *

n
K  ออกเป็น m –วงจร 
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