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บทคัดย่อ 
บทความวิชาการนีม้ีวตัถปุระสงค์เพื่อรวบรวมและน าเสนอระเบียบวิธีปริพนัธ์จ ากดัส าหรับการหาผลเฉลยของสมการ 

เชิงอนพุนัธ์อนัดบัที่ n  ซึ่งได้จากการทบทวนวรรณกรรมในช่วงปี ค.ศ. 2013 ถึง 2016 โดยระเบียบวิธีการนีไ้ด้จากการน า
เทคนิคการประมาณค่าปริพันธ์มาประยุกต์ใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ จากการศึกษาพบว่าเทคนิคการ
ประมาณค่าปริพนัธ์หลายๆวิธีถกูน ามาประยกุต์ใช้กบัระเบียบวิธีปริพนัธ์จ ากดันี ้ แต่ส าหรับบทความนีจ้ะน าเสนอเฉพาะการ
ประมาณคา่ปริพนัธ์ด้วยการประมาณเชิงเส้น (วิธีกฏสีเ่หลีย่มคางหม)ู เทา่นัน้ ซึง่การใช้การประมาณด้วยวิธีกฏสีเ่หลีย่มคางหมู
นีจ้ะสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ที่เป็นเมทริกซ์เชิงสามเหลี่ยมลา่ง  ขัน้ตอนการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์จะเร่ิมต้นพิจารณา
จากการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ (อนัดบัท่ีหนึง่) แล้วน ามาประยกุต์ในการพิจารณาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัที่ 
n  โดยการน าเมทริกซ์ปริพนัธ์นีย้กก าลงั n  ซึง่มีข้อดี คือ สามารถหลกีเลีย่งความยุง่ยากของการหาผลเฉลยของอนพุนัธ์อนัดบั
ต่างๆ ได้ด้วยการใช้เมทริกซ์ปริพันธ์อันดับที่หนึ่งเพียงเมทริกซ์เดียวเป็นหลัก  ระเบียบวิธีปริพันธ์จ ากัดนีส้ามารถน ามา
ประยุกต์ใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัและสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยทัง้ที่ขึน้กับเวลาและไม่ขึน้กับเวลา  
ส าหรับบทความนีจ้ะน าเสนอตวัอยา่งการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญั  สมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยหนึ่งตวัแปรที่ขึน้กบั
เวลา  สมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยสองตวัแปรทีไ่มข่ึน้กบัเวลา   
 

ค าส าคัญ  :  ระเบียบวธีิเชิงตวัเลข  ระเบียบวิธีปริพนัธ์จ ากดั  การประมาณคา่ปริพนัธ์  สมการเชิงอนพุนัธ์ 
 
 
 
 
 
 
*Corresponding author. E-mail : areena.hazanee@gmail.com   



บทความวิชาการ 

วารสารวิทยาศาสตร์บรูพา ปีที่  23  (ฉบบัที่ 1)  มกราคม – เมษายน  พ.ศ. 2561 289 
 

Abstract 
The purpose of this article is to present the finite integration method (FIM) for solving nth order differential 

equation.  This article is a reviewed article based on articles published in 2013-2016. The FIM is established by 
using numerical integration for solving the differential equations. Many numerical integrations have been studied 
to apply with the FIM.  But in this study, we focus on the ordinary linear approximation or the trapezoid rule as the 
numerical integration which can be formed to be the lower triangular matrix. The use of FIM starts at considering 
the integral matrix in order to be applied to solve the nth order differential equation by using the n power of one 
integral matrix which is the advantage of this method, i.e. using only an (one layer) integral matrix to solve any nth 
order differential equation.  This FIM can be applied to solve the ordinary differential equation and the partial 
differential equation in both cases of time-dependent and independent. This article presents examples of using 
FIM for solving the ordinary differential equation, the time-dependent partial differential equation in one variable, 
and the partial differential equation in two variables. 
 

Keywords :  numerical method, finite integration method, numerical integration, differential equation 

 
บทน า  

สมการเชิงอนพุนัธ์เป็นรูปแบบสมการหรือตวัแบบทางคณิตศาสตร์ (mathematical model) ซึ่งเป็นพืน้ฐานที่ส าคญั
ในการประยกุต์เพื่อแก้ปัญหาทางวิทยาศาสตร์ในปัญหาต่างๆ เช่น วิศวกรรมศาสตร์ การแพทย์ หรือแม้กระทัง่การแก้ปัญหา
ทางด้านสิ่งแวดล้อม เป็นต้น  สมการเชิงอนุพนัธ์แบ่งเป็น 2 ประเภท คือ สมการเชิงอนุพนัธ์สามญั (ordinary differential 
equation: ODE) และ สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย (partial differential equation: PDE)  สมการเชิงอนพุนัธ์สามญั (ordinary 
differential equation: ODE) คือ สมการเชิงอนพุนัธ์ที่มีฟังก์ชันไม่ทราบค่าของตวัแปรอิสระเพียงตวัแปรเดียว และส าหรับ
สมการเชิงอนพุนัธ์ย่อย (partial differential equation: PDE) คือ สมการเชิงอนพุนัธ์ที่มีฟังก์ชนัไม่ทราบค่าของตวัแปรอิสระ
มากกวา่หนึง่ตวัแปร  โดยสว่นใหญ่สมการเชิงอนพุนัธ์ที่ถกูน ามาสร้างเป็นตวัแบบทางคณิตศาสตร์เพื่อใช้ในการแก้ปัญหาตา่งๆ 
คือสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย  ดงันัน้การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์จึงเป็นหวัข้อหนึ่งที่ส าคญัในการแก้ปัญหาต่างๆ ซึ่ง
วิ ธีการหาผลเฉลยนัน้สามารถแยกได้เป็น 2 ประเภทหลัก คือ การหาผลเฉลยด้วยการวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์ 
(mathematical analysis) เพื่อให้ได้ผลเฉลยแม่นตรง (exact solution) และการหาผลเฉลยด้วยการประมาณเชิงตวัเลข 
(numerical analysis) เพื่อให้ได้คา่ประมาณของผลเฉลย 

ส าหรับการหาผลเฉลยด้วยการวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์นัน้มีหลายวิธี แต่อย่างไรก็ตามวิธี เหลา่นีจ้ะมีข้อจ ากดัใน
การประยกุต์ใช้เพื่อแก้ปัญหาจริง  กลา่วคือด้วยการวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์ไม่สามารถหาผลเฉลยได้ทุกปัญหา  ในขณะที่
การหาผลเฉลยด้วยวิธีการประมาณเชิงตวัเลขนัน้เป็นวิธีที่นิยมมากในการประยุกต์ใช้เนื่องจากสามารถน าคอมพิวเตอร์มา
ค านวณการประมาณค่าของผลเฉลยได้ซึ่งถือเป็นข้อดีส าหรับวิธีนี ้ และเนื่องด้วยเป็นการยากที่จะหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพนัธ์เหล่านีใ้ห้อยู่ในรูปแบบปิด (closed form)  ดงันัน้วิธีการประมาณเชิงตวัเลขจึงถูกพฒันาขึน้อย่างต่อเนื่องในการ
ประมาณคา่ผลเฉลยเพื่อให้ได้ผลลพัธ์ที่มีความแม่นย าและเช่ือถือได้มากที่สดุและค่าคลาดเคลื่อนที่ได้ยงัสามารถเทียบกบัค่า



บทความวิชาการ 

วารสารวิทยาศาสตร์บรูพา ปีที่  23  (ฉบบัที่ 1)  มกราคม – เมษายน  พ.ศ. 2561 290 
 

คลาดเคลื่อนที่ได้จากวิธีการวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์  หลกัส าคญัในการพิจารณาเลือกระเบียบเชิงตวัเลขคือความแม่นย า
ของการประมาณค่าผลเฉลยซึ่งโดยทัว่ไปจะขึน้อยู่กบัวิธีที่น ามาใช้ในการหาเฉลยและความละเอียด (จ านวน) ของข้อมูลที่
น ามาพิจารณา  ในปัจจบุนัมีระเบียบวิธีเชิงตวัเลขมากมายที่สามารถน ามาประยกุต์ใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ 
(Lambert, 1991; Hairer, 1993; Boyce, 2001) ตวัอย่างเช่น ระเบียบวิธีผลต่างจ ากดั (finite difference method: FDM) 
ระเบียบวิธีสมาชิกจ ากดั (finite element method: FEM) ระเบียบวิธีปริมาตรจ ากดั (finite volume method: FVM) และ 
ระเบียบวิธีสมาชิกคา่ขอบ (boundary element method: BEM) เป็นต้น   

บทความนีเ้ป็นการน าเสนอระเบียบวิธีการเชิงตวัเลขเพื่อใช้ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัที่ n โดย
ระเบียบวิธีที่น าเสนอนีค้ิดค้นเมื่อปี ค.ศ.2013 โดย P.H. Wen และคณะ (Wen et al., 2013) ซึ่งเป็นระเบียบวิธีใหม่ที่ประยกุต์
มาจากการประมาณคา่ปริพนัธ์จ ากดัเขตและเรียกระเบียบวิธีนีว้่า ระเบียบวิธีปริพนัธ์จ ากดั (finite integration method: FIM)  
ในขัน้ตอนการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัท่ี n ด้วยระเบียบวิธี FIM นีส้ามารถพิจารณาจากเมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบั
ที่หนึ่งก าลงั n กล่าวคือ พิจารณาการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบัที่หนึ่งเพียงเมทริกซ์เดียวเท่านัน้ส าหรับการประมาณค่า
ปริพนัธ์เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัที่ n ท าให้สามารถหลีกเลี่ยงความยุ่งยากของการหาผลเฉลยของอนพุนัธ์
อนัดบัตา่งๆ  ทัง้นี ้ระเบียบวิธี FIM ยงัสามารถน ามาประยกุต์เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยได้อีกด้วย  P.H. Wen 
และคณะ (Wen et al., 2013) ได้น าเสนอการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัและสมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยที่ขึน้กบัเวลา
ในหนึ่งมิติ โดยน าเทคนิคการแปลงลาปลาซมาประยกุต์ใช้ในขัน้ตอนการค านวณเชิงเวลาส าหรับการหาผลเฉลยของปัญหา  
ในขณะที่การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยสองมิติด้วยวิธี FIM ได้มีการศึกษาโดย M. Li และคณะ ในปี ค.ศ.2015  
(Li et al., 2015)  การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ด้วยระเบียบวิธี FIM ทัง้ในบทความของ P.H. Wen และคณะ และ
บทความของ M. Li และคณะ (Wen et al., 2013 & Li et al., 2015) เป็นการประยกุต์ใช้ระเบียบวิธี FIM ร่วมกบัเทคนิค 
เชิงตวัเลข 2 แบบ คือ การน าวิธีการประมาณคา่ปริพนัธ์เชิงเส้น (ordinary linear approximation approach : OLA) ซึ่งคือกฏ
สีเ่หลีย่มคางหม ู(trapezoid rule) และอีกแบบคือการประยกุต์ใช้ฟังก์ชนัฐานหลกัเรเดียล (radial basis function : RBF) เพื่อ
สร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์  ส าหรับวิธีการน าการประมาณค่าปริพนัธ์มาประยกุต์ใช้ร่วมกบัระเบียบวิธี FIM ได้ถกูพฒันาในปี ค.ศ.
2016 โดยเป็นการศึกษาการน ากฏของซิมป์สนั (Simpson’s rule), การปริพนัธ์ของนิวตนั-โคตส์ (Newton-Cotes integral) 
และการประมาณคา่ในช่วงลากรานจ์ (Lagrange interpolation) มาประยกุต์รวมกนัเพื่อสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ 

ถึงแม้ว่าระเบียบวิธี FIM ได้มีการศึกษาโดยประยุกต์ใช้ร่วมกับระเบียบวิธีการประมาณค่าปริพันธ์ในหลายๆวิธี  
ส าหรับบทความนีจ้ะน าเสนอการประยุกต์ใช้ระเบียบวิธี FIM บนพืน้ฐานของการน าวิธี OLA (กฏสี่เหลี่ยมคางหมู) มา
ประยกุต์ใช้  เนื่องจากค้นพบว่าเมทริกซ์ปริพนัธ์ที่สร้างจากวิธี OLA เป็นเมทริกซ์เชิงสามเหลี่ยมลา่งท าให้มีความง่ายในการ
น ามาใช้ในการหาผลเฉลยของปัญหาของสมการเชิงอนพุนัธ์  และจากการศึกษาพบว่าผลลพัธ์ที่ได้จากวิธี OLA ให้ค่าความ
คลาดเคลือ่นไมต่า่งแตกตา่งกนัมากเมื่อเทียบกบัวิธีการประมาณคา่ปริพนัธ์วิธีอื่นๆ   

บทความวิชาการนีจ้ะน าเสนอการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ระเบียบวิธี FIM โดยจะเร่ิมจากการน าเสนอการ
สร้างเมทริกซ์ (ส าหรับฟังก์ชันหนึ่งตวัแปร) ในหวัข้อที่ 1 และหลงัจากนัน้จะเป็นการน าเสนอการหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนพุนัธ์สามญั  สมการเชิงอนพุนัธ์ยอ่ยที่ขึน้กบัเวลาในหนึง่มิติ  และสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยในสองมิติ โดยเป็นการยกตวัอย่าง
การน าไปใช้ ซึ่งจะน าเสนอในหวัข้อที่ 2, 3 และ 4 ตามล าดบั  ในหวัข้อสดุท้ายจะเป็นการสรุปการศึกษาระเบียบวิธี FIM ที่ได้
กลา่วมาทัง้หมด  
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1. เมทริกซ์ปริพันธ์จ ากัดส าหรับฟังก์ชันหน่ึงตัวแปร 
ในการศึกษาระเบียบวิธี FIM จะเร่ิมพิจารณาจากการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ซึ่งได้จากการน าวิธีปริพนัธ์เชิงตวัเลขมา

ประยกุต์ใช้  โดยวิธีปริพนัธ์เชิงตวัเลขที่น ามาประยกุต์ใช้ในการศึกษานีค้ือ กฏสี่เหลี่ยมคางหมู ซึ่งจะน ามาใช้ในการประมาณ
คา่ปริพนัธ์ของฟังก์ชนั ( )u x  เมื่อ 1 2 3{ , , ,..., }Nx a x x x x b  และก าหนดให้   

 

( 1) , {1,2,3,..., }
1i

b a
x a i i N

N
       (1) 

 

สามารถ เขี ยนการประมาณค่าป ริพัน ธ์ เ ชิ งตัว เลข  คื อ  1
2 3 1( ) ...

2 2

b
N

N
a

u u
u x dx x u u u    

เมื่อ 
1

b a
x

N
 และ ( )i iu u x   

พิจา รณาการประมาณค่าป ริพัน ธ์ จ ากัด เ ขตจากจุด  a ถึ ง จุด  [ , ]x a b  ใดๆ  (1) ( ) ( )
x

a
U x u d   

โดยการประมาณค่าปริพนัธ์เชิงตวัเลขท าให้ได้การประมาณค่าปริพนัธ์จ ากัดเขตจากจุด a ถึงจุด xk เมื่อ {1,2,3,..., }k N  
ดงันี ้
 

(1) 1
2 3 1( ) ( ) ...

2 2

kx
k

k k
a

u u
U x u d x u u u     (2) 

 

หรือเขียนให้อยูใ่นรูปทัว่ไปได้ คือ (1) (1)

1

( )
k

k ki i
i

U x a u   เมื่อ  (1)
1 0ia  และ (1) ; 1,2

; 2,3,..., 1ki

x i k
a

x i k
 

ดงันัน้จะได้การประมาณคา่ปริพนัธ์ในรูปของสมการเมทริกซ์ คือ 
 

(1) (1)U A u           (3) 
 

เมื่อ  
1 2 3(1) ( )d , ( )d , ( )d ,..., ( )d

N
Tx x x x

a a a a
U u u u u ,  1 2 3( ), ( ), ( ),..., ( )

T
Nu u x u x u x u x  
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และ  (1)

( )

0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 02 2
1 11 0 0 02 2
1 11 1 0 02 2
... ... ... ... ... ..

1 11 1 ... 12 2 N N

A x โดยเรียกเมทริกซ์ (1)A  วา่ เมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบัทีห่นึง่ 

 
พิ จ า ร ณ า ก า ร ป ร ะ ม า ณ ค่ า ป ริ พั น ธ์ ส อ ง ชั ้น จ า กั ด เ ข ต จ า ก จุ ด  a ถึ ง จุ ด  [ , ]x a b  ใ ด ๆ 

1

1

(2) ( ) ( )
x

a a
U x u d d  โดยการประมาณค่าปริพนัธ์เชิงตวัเลขท าให้ได้การประมาณค่าปริพนัธ์จ ากดัเขตจากจุด a 

ถึงจดุ xk  ดงันี ้
 

1

1

(2) (1) (1) (2)

1 1 0

(x ) u( )d d
k

k i kx

k ki ij i ki i
a a

i j i

U a a u a u     (4) 

 

เมื่อ  (2)
1 0ia  และ 

21
4

2(2)

21
4

[1 2( 2)] ; 1,

( ) ; 2,3,..., 1,

; .

ki

k x i

a k i x i k

x i k

   

ดงันัน้จะได้การประมาณคา่ปริพนัธ์สองชัน้ในรูปของสมการเมทริกซ์ คือ 
 

(2) (2)U A u           (5) 
 

เมื่อ  
1 1 2 1 3 1 1

1 1 1 1

(2) ( ) , ( ) , ( ) ,..., ( )
N

Tx x x x

a a a a a a a a
U u d d u d d u d d u d d  
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และ  2(2)

( )

0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 04 4
3 11 0 0 04 4
5 12 1 0 04 4
... ... ... ... ... ...

1 2( 2) 12 3 ... 1 44 N N

A x

N
N N

 
โดยเรียกเมทริกซ์ (2)A  วา่เมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบัทีส่อง  ในท่ีนี ้มีข้อสงัเกตหุนึง่ที่นา่สนใจที่ได้จากการพิจารณาเมทริกซ์ปริพนัธ์

อนัดบัท่ีหนึง่ (1)A  และอนัดบัท่ีสอง (2)A  คือ 
2(2) (1) (1) (1)A A A A   

ในท านองเดียวกนั พิจารณาการประมาณคา่ปริพนัธ์ n ชัน้จ ากดัเขตจากจดุ a ถึงจดุ xk  จะได้วา่ 
 

1 1( ) ( )
2 1

1

( ) ... ( ) ...
k n

kx
n n

k n n ki i
a a a

i

U x u d d d a u      (6) 

 
พิสจูน์โดยหลกัอปุนบัเชิงคณิตศาสตร์ จะได้วา่ การประมาณคา่ปริพนัธ์ n ชัน้ข้างต้นสามารถค านวณได้จากผลคณูของปริพนัธ์

อนัดบัท่ีหนึง่ n ครัง้ นัน่คือ ( ) (1) (1) (1) (1) (1)

ครัง้.
...

nn

n
A A A A A A   ท าให้ได้ว่าถ้าก าหนด (1)A A   จะได้ ( )n nA A   

ดงันัน้การประมาณคา่ปริพนัธ์ n ในรูปของสมการเมทริกซ์สามารถเขียนได้ ดงันี ้ 
 

( ) ( )( )n n n
kU x A u A u          (7) 

 
จากกระบวนการข้างต้น  สงัเกตได้ว่าเมทริกซ์ปริพนัธ์ A(n) นัน้ คือเมทริกซ์เชิงสามเหลี่ยมล่างซึ่งท าให้เมื่อน าไป

พิจารณาในการแก้สมการเมทริกซ์เชิงเส้นในขัน้ตอนการหาผลเฉลยของปัญหาท าได้ง่ายขึน้  ส าหรับสมาชิกในแถวแรกของ 
เมทริกซ์ที่มีสมาชิกเป็นศนูย์ทกุตวัเมื่อน าไปพิจารณาในขัน้ตอนการสร้างสมการเมทริกซ์เชิงเส้นจะรวมกบั เมทริกซ์ที่มีสมาชิก
แถวแรกไมเ่ป็นศนูย์ทกุตวั  จึงท าให้ไมม่ีสมาชิกแถวใดเป็นศนูย์หมด  โดยขัน้ตอนการพิจารณาการสร้างสมการเมทริกซ์เชิงเส้น
นีจ้ะน าเสนอในหวัข้อถดัไป 
 
2. ระเบียบวิธีปริพันธ์จ ากัดส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 

การประยกุต์ใช้ระเบียบวิธี FIM ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์สามญัอนัดบัที่ n (สมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบั
ที่ n ที่ขึน้กบัตวัแปรเดียว) สามารถท าได้โดยการหาปริพนัธ์ n ชัน้ของสมการเชิงอนพุนัธ์อนัดบัที่ n ที่สนใจ  ซึง่การด าเนินการนี ้
จะท าให้สามารถหาผลเฉลยของฟังก์ชนัไมท่ราบค่าได้  แต่พจน์ของฟังก์ชนัทราบค่าอื่นๆจะอยู่ในรูปของปริพนัธ์แทน  อย่างไร 
ก็ตาม เราสามารถประมาณพจน์ที่อยู่ในรูปปริพนัธ์นีไ้ด้ด้วยสมการเมทริกซ์ (7) และเพื่อให้ง่ายต่อการท าความเข้าใจในการ
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ประยุกต์ใช้ระเบียบวิธี FIM ในการหาผลเฉลยของสมการ ODE  เราจะศึกษาจากตวัอย่างของสมการ ODE อนัดบัที่สี ่ 
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

 
4 2

4 2( ) ( ) ( ), 0
d u d u

f x g x u h x x L
dx dx

      (8) 

 
เมื่อ  ( )u u x  เป็นฟังก์ชนัไมท่ราบคา่ และ ( ), ( ), ( )f x g x h x  เป็นฟังก์ชนัทราบคา่  พร้อมด้วยเง่ือนไขคา่เร่ิมต้น 0(0) ,u  

1(0) ,
du
dx

 
2

22 (0)
d u
dx

 และ 
3

33 (0)
d u
dx

  พิจารณาการหาปริพนัธ์ 4 ชัน้ของสมการ ODE (8) จะได้วา่  

 

2 4 4 (3) (2) (1)
0 1 2 3

1 1
6 2

u A Fu A Gu A h c x c x c x c i     (9) 

 

เมื่อ  1 2( ), ( ),..., ( ) ,T
Nu u x u x u x  1 2( ), ( ),..., ( ) ,NF diag f x f x f x  1 2( ), ( ),..., ( ) ,NG diag g x g x g x    

 1 2( ), ( ),..., ( ) ,T
Nh h x h x h x  (3) 3 3 3

1 2, ,..., ,
T

Nx x x x  (2) 2 2 2
1 2, ,..., ,

T
Nx x x x  (1)

1 2, ,..., ,T
Nx x x x    

 1,1,1,...,1 ,Ti  0 1 2 3, , ,c c c c  เป็นคา่คงที่ของการปริพนัธ์   

จากเง่ือนไขค่าเร่ิมต้น 1(0)
du
dx

 จะได้ 1 0u   พิจารณาการหาปริพันธ์ 3 ชัน้ของสมการ ODE (8) จะได้ 

2
0 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
du

f x u x dx g x u x dxdxdx h x dxdxdx c x c x c
dx

   

นัน่คือเมื่อพิจารณาที่ 0x  โดยเง่ือนไขเร่ิมต้น 1(0)
du
dx

  จะได้การประมาณคา่ปริพนัธ์ด้วยวิธี FIM คือ  

1 1 1
(1) (3) (3)

1 1 1 1 2
1 1 1

i i i i i i i i
i i i

a f u a g u a h c   เนื่องจาก (1) (3)
1 1 0i ia a  จะได้ 1 2c   พิจารณาการหา

ปริพนัธ์ 2 ชัน้ และ 1 ชัน้ในท านองเดียวกนัร่วมกบัเง่ือนไขคา่เร่ิมต้น 
2

22 (0)
d u
dx

 และ 
3

33 (0)
d u
dx

 ตามล าดบั จะได้วา่ 

 

1 0 ,u   1 2 ,c   0 2 1(0)f c  และ 1 3 0(0)f c       (10) 
 
จากสมการ (9) และ (10) จะได้ สมการเมทริกซ์ของระบบสมการเชิงเส้น N+4 สมการ N+4 ตวัแปร ดงันี ้
 



บทความวิชาการ 

วารสารวิทยาศาสตร์บรูพา ปีที่  23  (ฉบบัที่ 1)  มกราคม – เมษายน  พ.ศ. 2561 295 
 

3 2
1 1 1 1
3 2

22 2 22 4 4

3 2

0 0

1 1

2

3

1

1

... ...... ... ...
1

1 0 0 ... 0 0 0 0 0

0 0 0 ... 0 0 0 1 0

0 0 0 ... 0 0 1 0 0

0 0 0 ... 0 1 0 0 0

NN N N

x x x u

ux x x
I A F A G A h

ux x x
c

c

c f

c
1 0 2

1 1 3f

   (11) 

 

ดงันัน้ เราสามารถหาผลเฉลยของปัญหาคา่เร่ิมต้นของสมการ ODE โดยการแก้สมการเมทริกซ์ (11)  
 
3. ระเบียบวิธีปริพันธ์จ ากัดส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยที่ขึน้กับเวลา 

การประยกุต์ใช้ระเบียบวิธี FIM ในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยอนัดบัที่ n ที่ขึน้กบัเวลา  เราจะศึกษา
จากตวัอยา่งของสมการความร้อนดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

2

2( , ) ( , ), 0 , 0
u u

f x t g x t x L t
t x

     (12) 

 
เมื่อ  ( , )u u x t  แทนพลงังานความร้อน (ฟังก์ชนัไม่ทราบค่า) และ ( , ), ( , )f x t g x t  แทนสมัประสิทธ์ิการพาความร้อน (heat 
transfer coefficient)  และแหลง่ต้นก าเนิดความร้อน (heat source) ตามล าดบั ซึง่เป็นฟังก์ชนัทราบคา่  พร้อมด้วยเง่ือนไขค่า
เร่ิมต้นและเง่ือนไขคา่ขอบ ดงันี ้ 
 

0

(x,0) , 0 ,

(0,t) , (L,t) , 0L

u x L

u u t
         (13) 

 
ในที่นี ้ก าหนดให้ 1 2 3{0 , , ,..., }Tt t t t t   ดงัเช่นเดียวกับการก าหนดค่า x ในสมการ (1)  และประมาณค่าพลงังาน

ความร้อนด้วย ( , ) ( , ) u j
i j iu x t u x t    

พิจารณาสมการความร้อน (12) โดยการประมาณคา่อนพุนัธ์ที่ขึน้กบัเวลาด้วยระเบียบวิธี FDM นัน่คือ  

11
( , ) ( ) ( )j j

j
u

x t u x u x
t

 เมื่อ 
1

T
 และ {1,2,3,..., 1}j   โดยการประมาณค่าฟังก์ชันที่ขึน้กับ

เวลาท าให้ได้สมการ ODE ดงันี ้
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2
1

2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

j
j j j jd u

u x u x f x g x
dx

       (14) 

 

เมื่อ ( ) ( , )j
ju x u x t  และประมาณคา่ปริพนัธ์ 2 ชัน้ของสมการ (14) จะได้วา่ 

 

2 1 2 2
0 1

1 1j j j j jA u A u F u A g c x c i       (15) 

 

เมื่อ  1 1 1 1
1 2, ,..., ,

Tj j j j
Nu u u u  1 2, ,..., ,

Tj j j j
Nu u u u  1 2, ,..., ,j j j j

NF diag f f f  1 2, ,..., ,
Tj j j j

Ng g g g   

 1 2, ,..., T
Nx x x x   และ  ( , ),j

i i ju u x t  ( , ),j
i i jf f x t  ( , ),j

i i jg g x t       
และจากเง่ือนไขคา่ขอบ จะได้วา่  
 

1 0
ju  และ j

L Lu              (16) 
 
จากสมการ (15) และ (16) จะได้ สมการเมทริกซ์ของระบบสมการเชิงเส้น N+2 สมการ N+2 ตวัแปร ดงันี ้
 

1
11

1
2 2

2 2 211 1
3 3

1

00

1

1

1

1

... ... ...
1

1 0 0 ... 0 0 0

0 0 0 ... 1 0 0

j

j

j j j jj

jN N

L

ux

x u

A G x A u F u A gu

x u

c

c

   (17) 

 

ดงันัน้ เราสามารถหาผลเฉลยของปัญหานีไ้ด้โดยการน าเง่ือนไขเร่ิมต้น (13) ซึ่งประมาณด้วย 1u  มาแทน ju  ใน 

เมทริกซ์ทางขวามือของสมการ (17) เมื่อ j = 1 เพื่อค านวณหา 2u  ( 1ju  เมื่อ j = 1) โดยการแก้สมการเมทริกซ์ (17) จากนัน้

จึงพิจารณาการค านวณหาคา่ 3u  โดยก าหนด j = 2 และแทนคา่ ju  ด้วย 2u  ที่ค านวณได้จากขัน้ตอนก่อนหน้า  ด าเนินการ

ค านวณคา่ 1ju  โดยแทนคา่ ju  ที่ค านวณได้จากขัน้ตอนก่อนหน้าเช่นนีไ้ปเร่ือยๆจน j = T - 1 นัน่คือ สามารถค านวณหาคา่ 
Tu  ซึง่คือผลเฉลยของปัญหานี ้ โดยกระบวนการค านวณคา่ซ า้ๆเช่นนี ้เราจะเรียกวา่ กระบวนการท าซ า้ (iterative method) 
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4. ระเบียบวิธีปริพันธ์จ ากัดส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยในสองมิติ 
ในหวัข้อนีเ้ราจะศึกษาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ย่อยในสองมิติ  โดยจะเร่ิมศึกษาจากการสร้างเมทริกซ์

ปริพนัธ์จ ากัดส าหรับฟังก์ชันสองตวัแปรก่อน ซึ่งวิธีการหลกัๆในการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ในสองมิตินีจ้ะคล้ายกับการสร้าง 
เมทริกซ์ปริพนัธ์ในหนึง่มิติที่ได้กลา่วไปแล้วในหวัข้อแรก 

พิจารณาการประมาณค่าปริพันธ์ของฟังก์ชัน ( , )u u x y  และก าหนดจุด ( , ) [ , ] [ , ]x y a b c d  เมื่ อ 

1 2 3{ , , ,..., }Nx a x x x x b  และ 1 2 3{ , , ,..., }My c y y y y d   ในที่นีเ้ราจะใช้การนบัจ านวนจุดโหนด ( , )i jx y  ใดๆ 
แบบวงกว้าง (global numbering system)   และส าหรับการพิจารณาปริพันธ์เทียบกับ x ได้จุดโหนด 
( , ) ( , )i j LOCAL p p GLOBALx y x y   ดงัภาพที่ 1 โดยความสมัพนัธ์ของจุดโหนดเฉพาะที่ (local node) และจุดโหนดวงกว้าง 
(global node) สามารถค านวณได้จาก  

 
( 1)p N j i           (18) 

 

 
 

ภาพที่ 1 แสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งจดุโหนดเฉพาะที่และจดุโหนดวงกว้างส าหรับปริพนัธ์เทียบกบั x 
 

พิจารณาการประมาณค่าปริพนัธ์จ ากดัเขตส าหรับฟังก์ชนัสองมิติ ( , )u x y  เทียบกบั x จากจุด a ถึงจุด [ , ]x a b  

ใดๆ (1,x) ( , ) ( , )
x

a
U x y u y d   โดยการประมาณคา่ปริพนัธ์เชิงตวัเลขท าให้ได้การประมาณคา่ปริพนัธ์จ ากดัเขตจากจุด a 

ถึงจุด px  นั่นคือ 
x

(1, ) (x , ) ( , )
px

p p p
a

U y u y d   ซึ่งส าหรับ  ( , )p p GLOBALx y  ที่สอดคล้องกับ  ( , )i j LOCALx y  จากการ

ค านวณด้วยความสมัพนัธ์ (18) สามารถประมาณคา่ปริพนัธ์ได้ ดงันี ้

x1     x2      x3      …     xi     …      xN-2   xN-1   xN 
y1 

y

y1 

y

y1 

y

… 

yj 

y

… 

yM-2 

y

yM-1 

y

yM 

y
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(1, ) 1, 2, ,1,1 2,1 ,1
1,2 2,2 ,2( , ) ... ... ... ...

2 2 2 2 2 2
x j j i ji

p p i

u u uu u u
U x y x u x u x u  (19) 

 

เมื่อ , (x ,y )i j i j LOCALu u ,  
( 1)
b a

x
N

  และสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปทัว่ไป (แบบวงกว้าง) ได้คือ  

 

 (1, ) (1, )

1

( , )
p

x x
p p pi i

i

U x y a u   เมื่อ  ( , )i i i GLOBAL
u u x y      (20) 

 
ดงันัน้ จะได้เมทริกซ์ปริพนัธ์จ ากดัเขตเทียบกบั x คือ 

 
(1, ) (1, )x xU A u           (21) 

 

เมื่อ 
1 2(1, )

1 2( , ) , ( , ) ,..., ( , )
MN

Tx x x
x

NM
a a a

U u y d u y d u y d ,  1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , ) T
NM NMu u x y u x y u x y    

และ  (1, )
( ) ( )[ ( , ,..., )]x
NM NMA diag A A A  เป็นเมทริกซ์แบบบล็อกโดยมีแนวบล็อกทแยงมมุเป็นเมทริกซ์ปริพนัธ์ A ขนาด 

N N

 

ตามที่ได้นิยามไปแล้วในหวัข้อแรกจ านวน M บลอ็ก  
ส าหรับการพิจารณาการประมาณค่าปริพนัธ์จ ากัดเขตส าหรับฟังก์ชันสองมิติ ( , )u x y  เทียบกับ y จากจุด c ถึงจุด 

[ , ]y c d  ใดๆ (1, ) ( , ) ( , )
y

y

c
U x y u x d   โดยประมาณค่าปริพันธ์เชิงตัวเลขที่ก าหนด ( , ) ( , )i j LOCAL q q GLOBALx y x y   

และความสมัพนัธ์ของจดุโหนดเฉพาะที่และจดุโหนดแบบวงกว้างดงัภาพท่ี 2 สามารถค านวณได้จาก  
 

( 1)q M i j           (22) 
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ภาพที่ 2 แสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งจดุโหนดเฉพาะที่และจดุโหนดวงกว้างส าหรับปริพนัธ์เทียบกบั y 
 

นัน่คือ (1, ) ( , ) ( , )
qy

y
q q q

c
U x y u x d   และเช่นเดียวกับการประมาณค่าปริพันธ์เทียบกับ x ส าหรับ ( , )q q GLOBALx y  ที่

สอดคล้องกบั  ( , )i j LOCALx y  จากการค านวณด้วยความสมัพนัธ์ (22) สามารถประมาณคา่ปริพนัธ์ได้ ดงันี ้
 

        (1, ) 1, ,1,1 ,1 1,2 ,2
2,1 2,2 2,( , ) ... ... ... ...

2 2 2 2 2 2
y j i ji i

q q j

u uu u u u
U x y y u y u y u  (23) 

 

เมื่อ , (x ,y )i j i j LOCALu u ,  
( 1)
d c

y
M

  และสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปทัว่ไป (แบบวงกว้าง) ได้คือ  

 

 (1, ) (1, )

1

( , )
q

y y
q q qi i

i

U x y a u   เมื่อ  ( , )i i i GLOBAL
u u x y      (24) 

 
ดงันัน้ จะได้เมทริกซ์ปริพนัธ์จ ากดัเขตเทียบกบั y คือ 
 

(1,y) (1, )yU A u           (25) 
 

x1     x2      x3      …     xi     …      xN-2   xN-1   xN 

yM-1 

y

yM 

y

y1 

y

y1 

y

y1 

y

… 

yj 

y

… 

yM-2 

y
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เมื่อ 1 2(1,y)
1 2( , ) , ( , ) ,..., (x , )

MN
Ty y y

NM
c c c

U u x d u x d u d  ,  1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , ) T
NM NMu u x y u x y u x y , 

   (1,y)
( ) ( )[ ( , ,..., )] NM NMA diag A A A  เป็นเมทริกซ์แบบบลอ็กโดยมีแนวบลอ็กทแยงมมุเป็นเมทริกซ์ปริพนัธ์ A   

และ  

( )

0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 02 2
1 11 0 0 02 2
1 11 1 0 02 2
... ... ... ... ... ..

1 11 1 ... 12 2 M M

A y

 
เพื่อความสะดวกในการพิจารณาการปริพนัธ์สองมิติ เราจะท าการจดัเรียงใหม่โดยก าหนดให้เวกเตอร์ u  ในสมการ  (25)  มี
การจดัเรียงเช่นกบัเวกเตอร์ u  ในสมการ  (23)  ได้วา่ 
 

(1,y) (1, )yU A u           (26) 
 

เมื่อ (1, )yA  เป็นเทริกซ์ขนาด NM NM  ที่มีการจดัเรียงใหมท่ี่สอดคล้องกบัสมการเมริกซ์ (25) และเวกเตอร์ u  ในสมการ (23) 
ตอ่ไปเป็นการพิจารณาการประมาณคา่ปริพนัธ์สองชัน้จ ากดัเขตส าหรับฟังก์ชนัสองมิติ ( , )u x y  เทียบกบั x จากจดุ a 

ถึงจุด [ , ]x a b  ใดๆ 
1(2,x)

1( , ) ( , )
x

a a
U x y u y d d   โดยการประมาณค่าปริพนัธ์เชิงตวัเลขท าให้ได้การประมาณ

ค่าปริพันธ์สองชัน้จ ากัดเขตจากจุด a ถึงจุด px  นั่นคือ  
1(2,x)

1( , ) ( , )
px

p p p
a a

U x y u y d d   ซึ่งส าหรับ  

( , )p p GLOBALx y  ที่สอดคล้องกบั  ( , )i j LOCALx y  สามารถประมาณคา่ปริพนัธ์ที่เขียนให้อยูใ่นรูปทัว่ไป (แบบวงกว้าง) ได้คือ  
 

1(2,x) (1, ) (1, )
1

1 1

( , ) ( , )
p

p ix
y y

p p p pj ji i
a a

i j

U x y u y d d a a u  เมื่อ  , {1,2,3,..., }i j NM  (27) 

 
ดงันัน้ จะได้เมทริกซ์ปริพนัธ์สองชัน้จ ากดัเขตเทียบกบั x คือ 

 
2(2, ) (2, ) (1, )x x xU A u A u         (28) 

 

เมื่อ 
1 1 2 1 1(2, )

1 1 2 1 1( , ) , ( , ) ,..., ( , )
NM

Tx x x
x

NM
a a a a a a

U u y d d u y d d u y d d    

และ  (2, ) 2 2 2
( ) ( )[ ( , ,..., )]x
NM NMA diag A A A  เป็นเมทริกซ์แบบบลอ็กโดยมีแนวบลอ็กทแยงมมุเป็นเมทริกซ์ปริพนัธ์ A2 
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และในท านองเดียวกันกับการพิจารณาการประมาณค่าปริพันธ์สองชัน้จ ากัดเขตส าหรับฟังก์ชันสองมิติ ( , )u x y  

เทียบกบั y จากจุด c ถึงจุด [ , ]y c d  ใดๆ  1(2,x)
1( , ) (x, )

y

c c
U x y u d d   โดยการประมาณค่าปริพนัธ์เชิงตวัเลขที่

ก าหนด ( , ) ( , )i j LOCAL q q GLOBALx y x y   สามารถประมาณคา่ปริพนัธ์ที่เขียนให้อยูใ่นรูปทัว่ไป (แบบวงกว้าง) ได้คือ  
 

1(2, ) (1, ) (1, )
1

1 1

( , ) (x , )
q

q iy
y y y

q q q qj ji i
c c

i j

U x y u d d a a u  เมื่อ  , {1,2,3,..., }i j NM   (29) 

 
ดงันัน้ จะได้เมทริกซ์ปริพนัธ์สองชัน้จ ากดัเขตเทียบกบั y  คือ 

 
(2, ) (2, )y yU A u           (30) 

 

เมื่อ 1 1 2 1 1(2, )
1 1 2 1 1(x , ) , (x , ) ,..., (x , )

NM
Ty y y

y
NM

c c c c c c
U u d d u d d u d d ,   

และ  (2,y) 2 2 2
( ) ( )[ ( , ,..., )] NM NMA diag A A A  เป็นเมทริกซ์แบบบลอ็กโดยมีแนวบลอ็กทแยงมมุเป็นเมทริกซ์ปริพนัธ์ 2A  

เมื่อจดัเรียงใหมจ่ะได้เมทริกซ์ส าหรับปริพนัธ์สองชัน้ในรูปของเวกเตอร์ u  ดงันี ้
 

2(2,y) (2, ) (1, )y yU A u A u         (31) 

 

เมื่อ (2, )yA  เป็นเทริกซ์ขนาด NM NM  ที่มีการจดัเรียงใหมท่ี่สอดคล้องกบัสมการเมริกซ์ (30) และเวกเตอร์ u ในสมการ  (28) 
 ส าหรับการพิจารณาการประมาณค่าปริพนัธ์จ ากัดเขต n ชัน้ส าหรับฟังก์ชนัสองตวั สามารถพิจารณาโดยแยกการ

พิจารณาดงันี ้พิจารณาเทียบกบั x จากจุด a ถึงจุด xk  ได้ว่า 
1 1( , ) ( )

2 1
1

( ,y ) ... ( , ) ...
p n

px
n x n

p p p n n pi i
a a a

i

U x u y d d d a u

และพิจารณาเทียบกบั y จากจดุ c ถึงจดุ  yk ได้วา่ 
1 1( ,y) ( , )

2 1
1

( ,y ) ... ( , ) ...
q n

qy
n n y

q q q n n qi i
c c c

i

U x u x d d d a u  

โดยสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของสมการเมทริกซ์ได้   
 

( , ) ( , ) (1, ) nn x n x xU A u A u  และ  ( , ) ( , )n y n yU A u      (32) 

 

ซึง่ส าหรับการประมาณคา่ปริพนัธ์เทียบกบั y สามารถจดัเรียงใหมไ่ด้เป็น ( , ) ( , ) (1, ) nn y n y yU A u A u   

และสดุท้าย เราจะสามารถพิจารณาปริพนัธ์หลายชัน้ส าหรับฟังก์ชนัสองตวัแปร x และ y ได้ดงันี ้
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1 1 1 12 1
1 2

1 1 2 2

1 2

( )
2 1 2 1( , ) ... ... ( , ) ... ...

k n k ny x
n n

k k n n n n
c c c a a a

n LAYERS n LAYERS

U x y u d d d d d d   (33) 

 
และได้เมทริกซ์ปริพนัธ์หลายชัน้ ดงันี ้
 

1 21 2 1 2( ) ( , ) ( , ) (1, ) (1, )( , )
n nn n n x n y x y

k kU x y A A u A A u      (34) 

 
 จากกระบวนการสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์ส าหรับฟังก์ชนัสองตวัแปรข้างต้น เราสามารถน าเมทริกซ์ที่ได้มาประยกุต์ใช้
ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนพุนัธ์ได้ ดงัตวัอยา่งของสมการปัวซง (Poisson’s equation) ตอ่ไปนี ้
 

2 2

2 2 ( , ), 0 ,
u u

f x y x y L
x y

       (35) 

 
เมื่อ ( , )u u x y  แทนระยะกระจดั (displacement) ของประจุไฟฟ้า (ฟังก์ชนัไม่ทราบค่าที่ต้องการหาผลเฉลย) และ ( ,y)f x  
แทนความหนาแน่นของประจุไฟฟ้า (electric charge) ซึ่งเป็นฟังก์ชนัทราบค่า  พร้อมด้วยเง่ือนไขค่าขอบ 0( ,0) ,u x  

( , ) Lu x L  เมื่อ 0 x L  และ 0(0, ) ,u y  ( , ) Lu L y  เมื่อ 0 y L   พิจารณาสมการปัวซง (35) โดยการ 

ปริพนัธ์สองชัน้เทียบกับ x และ y  ตามล าดบั ท าให้ได้ว่า 
2 2

2 2 (x,y)
u u

dxdxdydy f dxdxdydy
x y

  

นัน่คือ 
 

 (2, ) (2, ) (2, ) (2, )
0, 1, 0, 1,

x y x y
y x y x x y x yA u A u A A f c c c cX Y   (36) 

 
เมื่อ ,X Y  เป็นเวกเตอร์แถวขนาด NM ของโหนด x และ y ตามล าดบั  
 ,x y  เป็นเมทริกซ์ขนาด NM N  และ NM M  ของฟังก์ชนัรูปร่าง (shape function) ของ x และ y ตามล าดบั 
 0, 1,,x xc c  และ 0, 1,y,yc c  เป็นเวกเตอร์ขนาด N และ M ของฟังก์ชนัท่ีได้จากการปริพนัธ์ที่ขึน้กบั x และ y ตามล าดบั 

โดยที่ 1 2[ , ,..., ],NMX x x x  1 2[ , ,..., ]NMY y y y  1 2
0, 0, 0, 0,[ , ,..., ] ,r T

x x x xc c c c  1 2
1, 1, 1, 1,[ , ,..., ] ,r T

x x x xc c c c   

 1 2
0, 0, 0, 0,[ , ,..., ] ,s T

y y y yc c c c  1 2
1, 1, 1, 1,[ , ,..., ]s T

y y y yc c c c   

และเมื่อพิจารณาร่วมกบัเง่ือนไขคา่ขอบ ท าให้ได้วา่  
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(2, ) (2, ) (2, ) (2, )

0,x

1,x0

0, 00

1,

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

x y x y
y y x x

N

L

y

y LN
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  (37) 

 
เมื่อ NI  เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด N  และ 0 (1,0,...,0,1)diag  เป็นเมทริกซ์แนวทแยงขนาด N   ดงันัน้ เราสามารถหา
ผลเฉลยของปัญหาคา่ขอบของสมการปัวซงนีไ้ด้โดยการแก้สมการเมทริกซ์ (37)  
 
บทสรุป  

บทความวิชาการฉบบันีไ้ด้น าเสนอการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัและสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยทัง้ที่
ขึน้กบัเวลาและไมข่ึน้กบัเวลาด้วยระเบียบวธีิปริพนัธ์จ ากดัซึง่เป็นการน าการประมาณคา่ปริพนัธ์เชิงเส้นหรือกฎสีเ่หลีย่มคางหมู
มาสร้างเมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบัหนึ่ง  ส าหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์อันดบั n มีหลกัในการด าเนินการคือการ
ปริพนัธ์สมการเชิงอนพุนัธ์ n ครัง้ซึง่จะท าให้สามารถประมาณการปริพนัธ์นีด้้วยเมทริกซ์ปริพนัธ์ก าลงั n  และเกิดระบบสมการ
เชิงเส้นขึน้  ดงันัน้จึงสามารถหาผลเฉลยได้โดยการแก้ระบบสมการเชิงเส้น  ทัง้นีข้้อดีของการหาผลเฉลยด้วยระเบียบวธีิปริพนัธ์
จ ากดั คือ สามารถหลีกเลี่ยงความยุ่งยากของการหาผลเฉลยของอนพุนัธ์อนัดบัต่างๆ ได้ด้วยการใช้เมทริกซ์ปริพนัธ์อนัดบัที่
หนึง่เพียงเมทริกซ์เดียวเป็นหลกั 
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