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บทคัดย่อ 
การศึกษานีไ้ด้น าเสนอตวัประมาณคา่เฉลี่ยประชากรใหม่ 2 ตวัท่ีใช้ค่าสมัประสิทธ์ิการแปรผนั ในการเลือกตวัอยา่ง

แบบแบ่งชัน้ภูมิอย่างง่ายไม่คืนที่ ตวัประมาณตวัที่หนึ่งเป็นตวัประมาณที่ไม่ใช้ตวัแปรช่วย พฒันาจากตวัประมาณของซิลส์ 
และตัวประมาณตัวที่สอง เ ป็นตัวประมาณอัตราส่วนที่พัฒนาจาก ตัวประมาณอัตราส่วนของ Jitthavech and 
Lorchirachoonkul พร้อมด้วยเง่ือนไขที่ตวัประมาณตวัที่หนึง่มีประสิทธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณดัง้เดิมที่ไม่ใช้ตวัแปรช่วย และ
เง่ือนไขที่ตัวประมาณตัวที่สองมีประสิทธิภาพสูงกว่าตัวประมาณอัตราส่วนดัง้เดิมแบบแยก ผลการจ าลองยืนยันความ
สอดคล้องของเง่ือนไขทัง้สองที่ได้วิเคราะห์ไว้ นอกจากนี ้ยงัได้เปรียบเทียบกบัตวัประมาณอตัราสว่นที่พฒันาจากตวัประมาณ
อตัราสว่นของ Sisodia and Dwivedi ซึ่งสรุปจากผลการจ าลองได้ว่าตวัประมาณตวัที่สองมีประสิทธิภาพสงูกว่า และมีความ
เอนเอียงต ่ากวา่ด้วย 
 

ค าส าคัญ:  ตวัประมาณคา่ของ Searls,  ตวัประมาณอตัราสว่นของ Jitthavech and Lorchirachoonkul,   
                 การเลอืกตวัอยา่งแบบแบง่ชัน้ภมูิอยา่งง่ายไมค่ืนที่,  ประสทิธิภาพสมัพทัธ์ 
 

Abstract 
The study proposes two new population mean estimators using the coefficient of variation in stratified 

random sampling without replacement. The first estimator without an auxiliary variable is developed from Searls 
estimator and the second estimator is a ratio estimator developed from Jitthavech and Lorchirachoonkul ratio 
estimator. The conditions for the efficiency of the first proposed estimator higher than the conventional estimator 
without auxiliary variable and for the efficiency of the second proposed estimator higher than the conventional 
separate ratio estimator are also analyzed. The simulation confirms the consistency of the two conditions. Moreover, 
it can be concluded from the simulation that the efficiency of the second estimator is higher than the separate ratio 
estimator developed from Sisodia and Dwivedi ratio estimator with the lower biases. 
 

Keywords:  Searls estimator, Jitthavech and Lorchirachoonkul ratio estimator, stratified random sampling without  
      replacement, relative efficiency. 
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บทน า 
การเลือกตวัอย่างแบบแบ่งเป็นชัน้ภูมิเป็นวิธีการที่ใช้กันอย่างแพร่หลายในงานวิจัยที่มีการส ารวจขนาดใหญ่และ

ต้องการสารสนเทศในรายชัน้ภูมิ การเลือกตัวอย่างแบบแบ่งชัน้ภูมิ (Stratified sampling) เป็นการเลือกตัวอย่างโดยแบ่ง
ประชากรออกเป็นสว่นๆ แต่ละสว่นเรียกวา่ชัน้ภมูิ (Stratum) หน่วยตวัอย่างจะอยูใ่นชัน้ภมูิใดชัน้ภมูิหนึ่งไม่ซ า้ซ้อนกนั หลกัใน
การแบ่งชัน้ภมูิที่ดีต้องให้หน่วยตวัอย่างในแต่ละชัน้ภมูิมีลกัษณะของตวัแปรที่สนใจคล้ายคลงึกนั และมีลกัษณะของตวัแปรที่
สนใจแตกต่างกนัระหว่างชัน้ภมูิ ในทางปฏิบตัิผู้วิจยัมกัไม่มีข้อมลูเก่ียวกบัตวัแปรสนใจที่ก าลงัจะศึกษาเพื่อใช้ในการจดัแยก
หน่วยตวัอย่างไปตามชัน้ภูมิ ซึ่งอาจใช้ข้อมูลในอดีตของตวัแปรที่สนใจหรืออาจใช้ตวัแปรช่วยที่มีความสมัพนัธ์กบัตวัแปรที่
สนใจมาช่วยในการแบ่งชัน้ภูมิ เมื่อแบ่งประชากรออกเป็นชัน้ภูมิตามจ านวนของชัน้ภูมิที่ก าหนดไว้แล้ว ท าการสุ่มหน่วย
ตวัอย่างจากทกุชัน้ภมูิอยา่งเป็นอิสระกนั แต่ละชัน้ภมูิอาจใช้วิธีการเลือกตวัอยา่งที่แตกตา่งกนัหรือเหมือนกนัได้  การสุม่หนว่ย
ตวัอย่างโดยการแบ่งประชากรออกเป็นชัน้ภมูิ ท าให้สามารถเก็บคณุลกัษณะที่ส าคญัของประชากรไว้ในตวัอย่างได้สมบูรณ์
กวา่การสุม่หนว่ยตวัอยา่งแบบง่าย โดยเฉพาะคณุลกัษณะของประชากรที่มีสดัสว่นน้อย 

การประมาณค่าเฉลี่ยประชากรในการเลือกตัวอย่างแบบแบ่งชัน้ภูมิ  สามารถกระท าได้หลายวิธี การศึกษานี ้
ครอบคลุมตัวประมาณที่ไม่ใช้ตัวแปรช่วยและตัวประมาณอัตราส่วนซึ่งมีอยู่สองแนวทาง คือการประมาณค่าแบบรวม 
(Combined estimate) และการประมาณค่าแบบแยก (Separate estimate) โดยทัว่ๆ ไป ถ้าขนาดตวัอย่างในชัน้ภมูิใหญ่ การ
ประมาณค่าแบบแยก มีความแม่นย าสงูกว่าการประมาณค่าแบบรวม ยกเว้นในกรณีที่อตัราส่วนในแต่ละชัน้ภมูิมีค่าเท่ากนั 
(Cochran, 1977) การศึกษาเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพของตัวประมาณค่าแบบอัตราส่วน ได้รับความสนใจในหมู่นักวิชาการ
มากมาย โดยเสนอตวัประมาณคา่ท่ีใช้สมัประสทิธ์ิความแปรผนัและ/หรือความโดง่ของตวัแปรช่วย (Kadilar and Cingi, 2003; 
Koyuncu and Kadilar, 2009; Tailor and Lone, 2014; Sangngam, 2014) ตวัประมาณค่าในการเลือกตวัอย่างแบบแบ่งชัน้
ภมูิที่มีการศกึษา เป็นตวัประมาณที่พฒันาจากตวัประมาณคา่ในการเลือกตวัอยา่งสุม่แบบง่าย เช่น ตวัประมาณของ Sisodia 
and Dwivedi (1981); Upadhyaya and Singh (1999); Khoshnevisan et al. (2007) เป็นต้น แตย่งัไมม่ีการศกึษาตวัประมาณ
ค่าแบบอตัราสว่นในการเลือกตวัอยา่งแบบแบ่งชัน้ภมูิ ที่พฒันาจากตวัประมาณของซิลส์ ซึ่งเป็นตวัประมาณที่มีประสิทธิภาพ
สงูสดุในการเลอืกตวัอยา่งสุม่แบบง่าย (Searls, 1964; Jitthavech and Lorchirachoonkul, 2013) 

ดงันัน้ การศึกษานี ้จึงมุ่งพฒันาตวัประมาณที่ไม่มีตวัแปรช่วยและตวัประมาณแบบอตัราสว่นในการเลือกตวัอย่าง
แบบแบ่งชัน้ภูมิโดยพฒันาต่อจากการศึกษาของ  Jitthavech and Lorchirachoonkul (2013) พร้อมทัง้ศึกษาคุณสมบตัิและ
เง่ือนไขของตวัประมาณที่พฒันาขึน้ ที่มีประสิทธิภาพสงูกว่าตวัประมาณแบบดัง้เดิม ตลอดจนใช้การจ าลองข้อมลู เพื่อศึกษา
ความสอดคล้องกบัเง่ือนไขที่พฒันาขึน้ 
 
การทบทวนวรรณกรรม 

การทบทวนวรรณกรรม จะเน้นวรรณกรรมตวัประมาณคา่เฉลี่ยประชากรแบบไมใ่ช้ตวัแปรช่วยและแบบอตัราสว่นใน
การเลือกตวัอย่างแบบแบ่งชัน้ภูมิอย่างง่าย (Stratified random sampling) และวรรณกรรมที่เก่ียวข้อง ตวัประมาณค่าเฉลี่ย
ประชากรแบบดัง้เดิมที่ไมใ่ช้ตวัแปรช่วย (Cochran, 1977) สามารถเขียนได้ดงันี ้ 
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เมื่อ hy  เป็นคา่เฉลีย่ตวัอยา่งของตวัแปรที่สนใจในชัน้ภมูิ h , 1,2, ,h k= , k  เป็นจ านวนชัน้ภมูิ, h hw N N= , N  เป็น
ขนาดประชากร และ hN  เป็นจ านวนหนว่ยในชัน้ภมูิ h  

ตวัประมาณ sty  เป็นตวัประมาณไมเ่อนเอียงของคา่เฉลีย่ประชากร ที่มีคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่เทา่กบั 
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เมื่อ yhC  เป็นสมัประสิทธ์ิการแปรผนัประชากรของตวัแปรท่ีสนใจในชัน้ภมูิ h , hY  เป็นค่าเฉลี่ยประชากรของตวัแปรที่สนใจ
ในชัน้ภมูิ h , 1 1h h hn N = −  และ hn  เป็นจ านวนหน่วยตวัอย่างในชัน้ภมูิ h  ซึ่งในทางปฏิบตัิ พารามิเตอร์ที่เก่ียวกบัตวั
แปรที่สนใจ อาจต้องใช้คา่ประมาณในการค านวณแทนคา่จริง 

เมื่อทราบสารสนเทศของตวัแปรช่วยในทุกชัน้ภูมิ อาจใช้การประมาณค่าแบบอตัราส่วน ซึ่งตวัประมาณค่าเฉลี่ย
ประชากรแบบอตัราสว่นเดิมที่นิยมใช้ในการเลือกตวัอยา่งแบบแบ่งชัน้ภมูิอย่างง่ายโดยไม่คืนที่มี 2 ตวั (Cochran, 1977) คือ
ตวัประมาณแบบอตัราสว่นรวม (Combined ratio estimator) และตวัประมาณแบบอตัราสว่นแยก (Separate ratio estimator) 
ซึง่เขียนได้ตามล าดบัดงันี ้
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=  , hx  เป็นค่าเฉลี่ยตวัอย่างของตวัแปรช่วยในชัน้ภมูิ h , hX  และ X  เป็นค่าเฉลี่ยประชากรของตวัแปร

ช่วยในชัน้ภมูิ h  และทัง้ประชากรตามล าดบั 
ความเอนเอียง และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณทัง้สอง เขียนได้ดงันี ้
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เมื่อ xhC  เป็นสมัประสิทธ์ิการแปรผนัประชากรของตวัแปรช่วยในชัน้ภมูิ h , h  เป็นสมัประสิทธ์สหสมัพนัธ์ระหว่างตวัแปรที่
สนใจและตวัแปรช่วยในชัน้ภมูิ h , h h hR Y X=  และ R Y X=  

Kadilar and Cingi (2003) ได้เสนอตัวประมาณค่าเฉลี่ยประชากรแบบอตัราส่วนในการเลือกตัวอย่างแบ่งชัน้ภูมิ
อย่างง่าย เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพของตวัประมาณโดยพฒันาจากตวัประมาณในการเลือกตวัอย่างสุ่มแบบง่าย ของ Sisodia 
and Dwivedi (1981) ซึง่เพ่ิมสมัประสทิธ์ิการแปรผนัในตวัประมาณได้เป็น 
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และตัวประมาณของ Upadphyaya and Singh (1999) ซึ่งเพ่ิมสัมประสิทธ์ิการแปรผันและสัมประสิทธ์ิความโด่งในตัว
ประมาณดงันี ้
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เมื่อ ( )2h x  เป็นสมัประสทิธ์ิความโดง่ประชากรของตวัแปรช่วยในชัน้ภมูิ h  
ความเอนเอียง และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณทัง้สาม เขียนได้ดงันี  ้
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1

k

us h h h xh
h

X w X x C
=

= +  

และ ( )( )2 2
1

k

us h h xh h
h

X w X C x
=

= +  

ตวัประมาณ .cr jy , , 1j sd us= และ 2us  มีประสิทธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ cry  เมื่อเป็นไปตามเง่ือนไขข้อใดข้อ
หนึง่ดงัตอ่ไปนีเ้ทา่นัน้ 

2

2 2 2 1

1

2
k

h h h yh xh h hk
h

h h xh h
h j

w C C Y X

w C X
R R

 

 =

=




+

; 
2

2 2 2 1

1

2
k

h h h yh xh h hk
h

h h xh h
h j

w C C Y X

w C X
R R

 

 =

=




+

 

ตวัประมาณ .cr sdy  ใน (9) เขียนขึน้ตามแนวทางของตวัประมาณแบบอตัราสว่นรวม แตถ้่าเขียนขึน้ตามแนวทางของ
ตวัประมาณแบบอตัราสว่นแยก จะได้ตวัประมาณแบบอตัราสว่นดงันี ้

 

             .
1

k
h xh

sr sd h h
h h xh

X C
y w y

x C=

 +
=   

+ 
       (14) 

 
ความเอนเอียง และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ .sr sdy  เขียนได้ (Tailor and Lone, 2014) ดงันี ้
 

 ( ) ( )2 2
. 1 1

1

Bias
k

sr sd h h h h xh h h yh xh
h

y w Y C C C   
=

 −      (15) 

 

( ) ( )2 2 2 2 2
. 1 1

1

MSE 2
k

sr sd h h h yh h h yh xh h xh
h

y w Y C C C C   
=

 − +     (16) 

 
เมื่อ ( )1h h h xhX X C = +  

ต่อมา Kadilar and Cingi (2005) ได้เสนอตวัประมาณแบบอตัราสว่น .cr kcy  ที่มีประสิทธิภาพสงูกว่าตวัประมาณ
อตัราสว่นรวมเดิม cry  ใน (3) ซึง่นิยามดงันี ้

 

              .  st
cr kc

st

y
y X

x
=         (17) 

 
และ   ที่ท าให้คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ .cr kcy  มีคา่ต ่าสดุ จะเทา่กบั 
 

                     
2

2
2 2 2 2 2

2
1

2
k

h h h yh h yh xh xh
h h h

Y

R R
Y w Y C C C C

R R



 
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=
 

+ − +   
 

   (18) 
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ความเอนเอียง และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ .cr kcy  เขียนได้ดงันี ้
 

   ( ) 2 2 2
. 2

1

1
Bias ( 1)

k yh xh
cr kc h h h xh h

h hh

C CR
y w Y C Y

X RR
  

=

 
 − + −   

 

    (19) 

 

  ( ) ( )
2

22 2 2 2 2 2
. 2

1

MSE 2 1
k

cr kc h h h yh h yh xh xh
h h h

R R
y w Y C C C C Y

R R
   

=

 
 − + + −  

 
 

  (20) 

 
อนึง่ ถ้าตวัประมาณแบบอตัราสว่นไมไ่ด้มีรูปแบบดงั .cr kcy  ใน (17) อาจมีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ .cr kcy

ได้ เช่น ภายใต้เง่ือนไขบางประการ ตัวประมาณแบบอัตราส่วนที่ใช้ตัวประมาณของ Khoshnevisan et al. (2007) มี
ประสทิธิภาพสงูกวา่ (Koyuncu and Kadilar, 2009) เป็นต้น 
 
วิธีการด าเนินการวิจัย 

จากการทบทวนวรรณกรรมเก่ียวกบัตวัประมาณในการเลอืกตวัอยา่งแบง่ชัน้ภมูิอยา่งงา่ยดงักลา่วข้างต้น ยงัไมพ่บตวั
ประมาณที่พฒันาจากตวัประมาณของซิลส์ (Searls, 1964) 

 

             
21

s

y

y
y

C
=

+
         (21) 

 
ความเอนเอียง ความแปรปรวน และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ sy  เทา่กบั 
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2
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1

y
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C Y
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         (24) 

 
และตวัประมาณแบบอตัราสว่นท่ีพฒันาด้วยวิธีของซลิส์ในการเลอืกตวัอยา่งสุม่แบบงา่ยที่ Jitthavech and Lorchirachoonkul 
(2013) น าเสนอไว้ 
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1

1

x
rs

y

C y
y X

xC





+
=
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        (25) 

 
ความเอนเอียง ความแปรปรวน และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ rsy  เขียนได้ดงันี ้
 

 ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2

2
Bias 1

1
rs x x y x y x

y

Y
y C C C C C C

C


 


  + − − −
 +

    (26) 

 

( ) ( ) ( )

2
2

2

1
MSE V MSE

1

x
rs rs r

y

C
y y y

C





 +
  
 + 

      (27) 

 

เมื่อ ( ) ( )2 2 2MSE 2r y y x xy Y C C C C  − +  จึงกล่าวได้ว่าตัวประมาณ rsy  มีประสิทธิภาพสูงกว่าตัวประมาณ ry  

เสมอ ถ้า y xC C  ดงันัน้ ด้วยเหตผุลท านองเดียวกนัที่นกัวิจยัใช้ในการพฒันาตวัประมาณในการเลือกตวัอย่างแบ่งชัน้ภูมิ
ดงัที่ปรากฏในการทบทวนวรรณกรรม จึงเป็นที่น่าสนใจที่จะศกึษาตวัประมาณในการเลือกตวัอย่างแบ่งชัน้ภมูิที่พฒันาจากตวั
ประมาณของซิลส์ และตวัประมาณแบบอตัราสว่นท่ีพฒันาด้วยวิธีของซิลส์ของ Jitthavech and Lorchirachoonkul 

อนึง่ ความเอนเอียง ความแปรปรวนและคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณแบบอตัราสว่นข้างต้น พิสจูน์
โดยการกระจายอนกุรมเทย์เลอร์ถึงอนัดบัที่หนึ่ง (First-Order Taylor Series Approximation) เท่านัน้ ท าให้ความแปรปรวน
และค่าคลาดคลื่อนก าลงัสองเฉลีย่ มีค่าเท่ากนั เพื่อให้เห็นผลกระทบจากความเอนเอียงในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพ การ
วิเคราะห์ในการศึกษานี ้จะกระท าโดยการกระจายอนกุรมเทย์เลอร์ถึงอนัดบัที่สอง แทนอนัดบัที่หนึ่ง ที่เป็นที่นิยมกัน ทฤษฎีที่
จะน าเสนอในการศึกษาครัง้นี ้จะมี 4 บท ทฤษฎีบทที่ 1 เป็นการวิเคราะห์เก่ียวกบัตวัประมาณใหม่ซึ่งเป็นตวัประมาณในการ
เลอืกตวัอยา่งแบบแบง่ชัน้ภมูิอยา่งง่ายที่พฒันาจากตวัประมาณของซิลส์ โดยไมม่ีตวัแปรช่วย พร้อมบทตัง้ที่ 1 ซึง่เป็นเง่ือนไขที่
ประสิทธิภาพของตวัประมาณใหมส่งูกวา่ตวัประมาณค่าแบบดัง้เดิมที่ไม่มีตวัแปรช่วย ทฤษฎีบทที่ 2 และ 3 เป็นการวิเคราะห์
เก่ียวกบัตวัประมาณแบบอตัราสว่นเดิมในการเลือกตวัอยา่งสุม่แบบง่ายและตวัประมาณคา่เฉลีย่ประชากรแบบอตัราสว่นแยก
เดิมในการเลือกตวัอย่างแบบแบ่งชัน้ภมูิอย่างง่ายตามล าดบั โดยการประมาณจะใช้การกระจายอนกุรมเทย์เลอร์ถึงอนัดับที่
สอง และทฤษฎีบทที่ 4 เป็นการวิเคราะห์เก่ียวกบัตวัประมาณใหม่ซึ่งเป็นตวัประมาณแบบอตัราสว่นที่ใช้ตวัประมาณค่าของ
ซิลส์ พร้อมบทตัง้ที่ 2 ซึ่งเป็นเง่ือนไขที่ประสิทธิภาพของตวัประมาณใหม่สงูกว่าตวัประมาณค่าเฉลี่ยประชากรแบบอตัราสว่น
แยกเดิม 
 

ทฤษฎีบทที่  1 ในการเลือกตวัอย่างแบบแบ่งชัน้ภูมิอย่างง่ายขนาด n  จากประชากรขนาด N  โดยไม่คืนที่ เมื่อ

ทราบค่าสมัประสิทธ์ิการแปรผนัประชากรของตวัแปรท่ีสนใจในทุกชัน้ภูมิ และทุกชัน้ภูมิมีค่า 2
h yhC  น้อยกว่า 1 จะได้ตวั

ประมาณคา่เฉลีย่ประชากรด้วยวิธีของซิลส์ เทา่กบั 
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             . 2
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y
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        (28) 

 
ความเอนเอียง ความแปรปรวน และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ .st sy  เทา่กบั 
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. 2
1
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st s

h h yh

w C Y
y

C



=

= − 
+

        (29) 

 

      ( )
( )

2 2 2

. 2
21

V

1

k h h yh h
st s

h
h yh

w C Y
y

C



=

= 

+

        (30) 
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2
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. 2 2
21 1

MSE
11

k kh h yh h h h yh h
st s

h h h yh
h yh

w C Y w C Y
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 

= =

 
 = + 

+ +  

     (31) 

 
 

บทตัง้ที่ 1 ตวัประมาณ .st sy  จะมีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ sty  ถ้า 
 

( )
2

2 2

1 1

2
k k

sh h yh sh
h h

B C B
= =

 
+   

 
      (32) 

 

เมื่อ 
2

21

h h yh h
sh

h yh

w C Y
B

C




=

+
 

 

ทฤษฎีบทที่ 2 ในการเลอืกตวัอยา่งสุม่แบบง่ายขนาด n  จากประชากรขนาด N  โดยไมค่ืนที่ และทราบสารสนเทศ

ของตวัแปรช่วย จะได้ตวัประมาณคา่เฉลีย่ประชากรแบบอตัราสว่นเดิม เทา่กบั r

y
y X

x
=    (33) 

 
ความเอนเอียง ความแปรปรวน และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ ry  เทา่กบั 
 

  ( ) ( )2Bias r x y xy Y C C C  −         (34) 

 

      ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2V 2 ( )r y y x x x y xy Y C C C C C C C n     − 
 − + − − +  

   (35) 
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( ) ( )2 2 2 2MSE 2 ( )r y y x xy Y C C C C n   −  − + +
 

     (36) 

 

เมื่อ ( ) ( )2 2 21 2
12 03 21 02 20 11 02 02 112 2
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n n

 
 − = − − + + + −  
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1
r s

N i i
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C
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ทฤษฎีบทที่  3 ในการเลือกตวัอย่างแบบแบ่งชัน้ภูมิอย่างง่ายขนาด n  จากประชากรขนาด N  โดยไม่คืนที่ และ
ทราบสารสนเทศของตวัแปรช่วยในทกุชัน้ภมูิ จะได้ตวัประมาณคา่เฉลีย่ประชากรแบบอตัราสว่นแยกเดิม เทา่กบั 
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ความเอนเอียง ความแปรปรวน และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ sry  จะเทา่กบั 
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ทฤษฎีบทที่  4 ในการเลือกตวัอย่างแบบแบ่งชัน้ภูมิอย่างง่ายขนาด n  จากประชากรขนาด N  โดยไม่คืนที่ เมื่อ

ทราบค่าสมัประสิทธ์ิการแปรผนัประชากรของตวัแปรท่ีสนใจและตวัแปรช่วยในทุกชัน้ภูมิ และทุกชัน้ภูมิมีค่า 2
h yhC  และ 

2
h xhC  น้อยกวา่ 1 จะได้ตวัประมาณคา่เฉลีย่ประชากรแบบอตัราสว่นด้วยวิธีของซิลส์ เทา่กบั 
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ความเอนเอียง ความแปรปรวน และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ .sr sy  จะเทา่กบั 
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เมื่อ ( ) ( )2Bias rh h h xh h yh xhy Y C C C  −  

และ     ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2V 2 ( )rh h h yh h yh xh xh h xh h yh xh hy Y C C C C C C C n     − 
 − + − − +  

 
 

บทตัง้ที่ 2  ตวัประมาณ .sr sy  จะมีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ sry  ถ้าทกุชัน้ภมูิมีคา่ yh xhC C  และ 
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1 1

1
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ผลการวิจัยและวิจารณ์ผล 

ตวัประมาณใหม ่ .st sy และ .sr sy  ในทฤษฎีบทที่ 1 และ 4 เป็นตวัประมาณท่ีใช้สมัประสทิธ์ิการแปรผนัในตวัประมาณ 
ตวัประมาณใหม ่ .st sy  ซึ่งไม่ใช้ตวัแปรช่วย จะประเมินประสิทธิภาพโดยเปรียบเทียบกบัตวัประมาณดัง้เดิมที่ไมใ่ช้ตวัแปรช่วย 

sty  เช่นกนั ส าหรับตวัประมาณใหม่ .sr sy  จะประเมินประสิทธิภาพโดยเปรียบเทียบกบัตวัประมาณแบบอตัราสว่นแยกเดิม 
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sry  และตวัประมาณแบบอตัราสว่น .sr sdy  ซึง่เป็นตวัประมาณอตัราสว่นแบบแยก และมีประสทิธิภาพสงูกวา่ .cr sdy  ซึง่เป็น
ตวัประมาณแบบอตัราสว่นรวม (Cochran, 1977) เหตผุลที่ไมเ่ปรียบเทียบกบัตวัประมาณ . 1cr usy  และ . 2cr usy  เป็นเพราะตวั
ประมาณทัง้สองตวันี ้ใช้ทัง้สมัประสิทธ์ิการแปรผนัและสมัประสทิธ์ิความโดง่ 

การประเมินจะใช้ข้อมลูที่สร้างขึน้จากการจ าลองโดยใช้โปรแกรม R เวอร์ชนั 3.4.1 ที่มีประชากรยอ่ย 3 ชัน้ภมูิ โดยชัน้
ภูมิที่ 1, 2 และ 3 มีขนาด 20,000, 30,000 และ 50,000 หน่วยตามล าดบั ซึ่งแต่ละชัน้ภูมิมี Y  เป็นตวัแปรที่สนใจ และ X  
เป็นตวัแปรช่วย ท่ีมีความสมัพนัธ์กนั โดยก าหนดค่าสมัประสิทธ์ิสหสมัพนัธ์ในแตล่ะชัน้ภมูิไว้ 3 ค่า คือ 0.6, 0.7 และ 0.8 และ
ก าหนดให้ตวัแปรทัง้ 2 ตวั มีการแจกแจงแกมมา เพื่อให้ความแตกต่างของประสิทธิภาพของตวัประมาณได้อยา่งชดัเจน โดย 

( )1 0.5, 575Y Gamma  = = , ( )1 0.6, 230X Gamma  = = , ( )2 0.25, 2850Y Gamma  = = , 

( )2 0.3, 1200X Gamma  = = , ( )3 0.4, 190Y Gamma  = =  แ ล ะ  ( )3 0.49, 35X Gamma  = =  
คา่สถิติตา่งๆ ของประชากรในชัน้ภมูิ ที่เก่ียวข้องกบัการศกึษา ได้แสดงไว้ในตารางที่ 1 
 

ตารางที่ 1 คา่พารามิเตอร์ จ าแนกตามคา่สมัประสทิธ์ิสหสมัพนัธ์และชัน้ภมูิ 

h  ชัน้ภูม ิ
hN  hY  hX  yhC  

xhC  h  

0.6 

1 20,000 282.95 137.47 1.40 1.29 0.58 
2 30,000 695.01 354.47 1.97 1.82 0.58 
3 50,000 74.92 17.07 1.58 1.43 0.59 

รวม 100,000 302.55 142.37 2.72 2.74 0.63 

0.7 

1 20,000 283.59 137.16 1.40 1.30 0.68 
2 30,000 696.23 353.82 1.98 1.82 0.68 
3 50,000 75.23 17.08 1.56 1.42 0.69 

รวม 100,000 303.20 142.12 2.72 2.74 0.72 

0.8 

1 20,000 282.83 136.54 1.40 1.29 0.79 
2 30,000 697.59 354.54 1.97 1.83 0.79 
3 50,000 75.21 17.05 1.57 1.42 0.80 

รวม 100,000 303.45 142.19 2.71 2.76 0.81 
 

การจ าลอง จะใช้จ านวน 50 ตวัอย่างใน 3 ขนาดตวัอยา่งคือ 100, 150 และ 200 หน่วยซึ่งจะสุม่แบบง่ายโดยไมค่ืนที่
จากประชากรทัง้ 3 ชัน้ภมูิโดยจดัสรรขนาดตวัอยา่งในแตล่ะชัน้ภมูิตามขนาดของชัน้ภมูิ ตวัอยา่งที่ใช้ในการศกึษาเป็นตวัอยา่ง
ที่สอดคล้องกบัเง่ือนไขตามบทตัง้ที่ 1 และ 2 แล้วแต่กรณีเพื่อยืนยนัความถกูต้องของการวิเคราะห์ การศึกษา จะกระท าทัง้ใน
กรณีทราบและไม่ทราบค่าสมัประสิทธ์ิการแปรผันประชากร ผลการจ าลองที่สรุปจาก 50 ตัวอย่างได้แสดงไว้ตารางที่ 2-6 
ตารางที่ 2 เป็นการเปรียบเทียบตัวประมาณ .st sy  กับ sty ทัง้ในกรณีท่ีทราบค่าและไม่ทราบค่าสมัประสิทธ์ิการแปรผัน
ประชากร พบว่าตวัประมาณ .st sy  และ sty  มีค่า MSE ลดลงเมื่อขนาดตวัอย่างเพิ่มจาก 100 เป็น 200 ประสิทธิภาพของ

.st sy สมัพทัธ์กบั sty มีคา่มาก 100 ในทัง้ 3 ขนาดตวัอย่างทัง้สองกรณีที่ศกึษา จึงสรุปได้วา่ .st sy  มีประสิทธิภาพสงูกวา่ sty  
ภายใต้เง่ือนไขในบทตัง้ที่ 1 ผลการเปรียบเทียบตวัประมาณแบบอตัราสว่นที่เสนอใหม่ .sr sy  กบัตวัประมาณแบบอตัราสว่น
แยกเดิม sry  เมื่อทราบและไมท่ราบคา่สมัประสิทธ์ิการแปรผนัประชากร ได้แสดงไว้ในตารางท่ี 3 และ 4 ตามล าดบั สรุปได้ใน
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ท านองเดียวกนักับข้างต้น ประสิทธิภาพของ .sr sy  สมัพทัธ์กบั sry มีค่ามากกว่า 100 ในทัง้ 3 ขนาดตวัอย่างและ 3 ค่าของ
สมัประสทิธ์ิสหสมัพนัธ์ ทัง้กรณีท่ีทราบคา่และไมท่ราบคา่สมัประสทิธ์ิการแปรผนัประชากร จึงสรุปได้วา่ .sr sy  มีประสทิธิภาพ
สงูกว่า sry  ภายใต้เง่ือนไขในบทตัง้ที่ 2 ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพระหว่างตวัประมาณ .sr sy  กับ .sr sdy  จะใช้การ
ประมาณถึงอันดับที่หนึ่งเท่านัน้ ทัง้นีเ้พราะการวิเคราะห์เดิม  ใช้การประมาณถึงอันดับที่หนึ่ง (Kadilar and Cingi, 2003; 
Tailor and Lone, 2014) ผลการจ าลองได้แสดงไว้ในตารางที่ 5 และ 6 ซึ่งสรุปได้ท านองเดียวกันกบัการเปรียบเทียบทัง้สอง
ข้างต้น ประสทิธิภาพของ .sr sy  สมัพทัธ์กบั .sr sdy  มีคา่มากกวา่ 100 ในทัง้ 3 ขนาดตวัอยา่ง 3 คา่ของสมัประสทิธ์ิสหสมัพนัธ์ 
ทัง้กรณีที่ทราบค่าและไม่ทราบค่าสมัประสิทธ์ิการแปรผนัประชากร จึงสรุปได้ว่า .sr sy  มีประสิทธิภาพสงูกว่า .sr sdy  ในการ
จ าลอง นอกจากนี ้ความเอนเอียงของตวัประมาณ .sr sy  ยงัต ่ากวา่ความเอนเอียงของ .sr sdy  อีกด้วย 
 

ตารางที่ 2 คา่ประมาณคา่เฉลีย่ประชากร ความเอนเอียง คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ และคา่ประสทิธิภาพสมัพทัธ์ของ 

                ตวัประมาณเทยีบกบั sty  จ าแนกตามตวัประมาณคา่ ขนาดตวัอยา่ง เมื่อทราบและไมท่ราบสมัประสทิธ์ิ 

                การแปรผนัประชากร 
สัมประสิทธ์ิ 
การแปรผัน 

ขนาด
ตัวอย่าง 

ตัวประมาณ ค่าประมาณ ความ 
เอนเอียง 

MSE ประสิทธิภาพ
สัมพัทธ์ (%) 

ทราบ 

100 sty  287.64 0.00 6,094.78 100.00 

.st sy  258.23 -29.41 5,708.52 106.77 

150 sty  303.70 0.00 4,365.81 100.00 

.st sy  282.32 -21.38 4,188.06 104.24 

200 sty  317.60 0.00 3,554.71 100.00 

.st sy  300.46 -17.14 3,444.01 103.21 

ไม่ทราบ 

100 sty  287.64 0.00 4,869.54 100.00 

.st sy  263.17 -24.47 4,626.92 105.24 

150 sty  303.70 0.00 3,795.18 100.00 

.st sy  284.77 -18.93 3,655.41 103.82 

200 sty  317.60 0.00 3,178.77 100.00 

.st sy  302.02 -15.58 3,086.44 102.99 
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ตารางที่ 3  คา่ประมาณคา่เฉลีย่ประชากร ความเอนเอียง คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ และประสทิธิภาพสมัพทัธ์ของ 

                  ตวัประมาณเทียบกบั sry  จ าแนกตามตวัประมาณคา่ ขนาดตวัอยา่ง สมัประสทิธ์ิสหสมัพนัธ์ เมื่อทราบ 

                 สมัประสทิธ์ิการแปรผนัประชากร 
สัมประสิทธ์ิ
สหสัมพันธ์ 

ขนาด
ตัวอย่าง 

ค่าประมาณ ความเอนเอียง MSE ประสิทธิภาพ
สัมพัทธ์ (%) 

sry  .sr sy  sry  .sr sy  sry  .sr sy  

0.6 

100 290.71 286.21 9.27 4.65 5,606.33 5,351.05 104.77 

150 311.26 307.93 6.66 3.33 3,809.16 3,685.66 103.35 
200 306.08 303.57 5.19 2.53 2,961.98 2,887.82 102.57 

0.7 

100 317.49 312.46 7.17 2.18 4,946.56 4,727.04 104.64 

150 309.55 306.16 4.89 1.48 3,069.89 2,973.13 103.25 
200 303.98 301.45 3.53 0.94 2,083.23 2,032.82 102.48 

0.8 

100 315.15 310.49 4.03 -0.76 3,358.37 3,236.15 103.78 

150 310.15 306.98 2.84 -0.43 2,148.18 2,092.69 102.65 
200 307.58 305.18 1.89 -0.45 1,252.38 1,227.89 101.99 

 

 

ตารางที่ 4  คา่ประมาณคา่เฉลีย่ประชากร ความเอนเอียง คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ และประสทิธิภาพสมัพทัธ์ของ 

                  ตวัประมาณเทียบกบั sry  จ าแนกตามตวัประมาณคา่ ขนาดตวัอยา่ง สมัประสทิธ์ิสหสมัพนัธ์ เมื่อไมท่ราบ 

                  สมัประสทิธ์ิการแปรผนัประชากร 
สัมประสิทธ์ิ
สหสัมพนัธ์ 

ขนาด
ตัวอย่าง 

ค่าประมาณ ความเอนเอียง MSE ประสิทธิภาพ
สัมพัทธ์ (%) 

sry  
.sr sy  sry  

.sr sy  sry  
.sr sy  

0.6 
100 290.71 285.17 6.33 0.64 3,888.04 3,702.66 105.01 
150 311.26 306.87 5.01 0.82 3,065.66 2,960.45 103.55 
200 306.08 302.98 4.09 0.78 2,489.73 2,422.55 102.77 

0.7 
100 317.49 312.86 5.08 0.49 3,302.23 3,185.35 103.67 
150 309.55 306.38 3.96 0.74 2,475.67 2,407.96 102.81 
200 303.98 300.91 2.80 -0.29 1,844.22 1,793.20 102.85 

0.8 
100 315.15 311.82 3.46 0.08 2,441.44 2,380.38 102.57 
150 310.15 307.52 2.57 -0.13 1,841.09 1,803.16 102.10 
200 307.58 305.74 1.80 0.04 1,051.88 1,036.34 101.50 
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ตารางที่ 5  คา่ประมาณคา่เฉลีย่ประชากร ความเอนเอียง คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ และประสทิธิภาพสมัพทัธ์ของ 

                  ตวัประมาณเทียบกบั .sr sdy  จ าแนกตามตวัประมาณคา่ ขนาดตวัอยา่ง สมัประสทิธ์ิสหสมัพนัธ์ เมื่อทราบ 

                  สมัประสทิธ์ิการแปรผนัประชากร 
สัมประสิทธ์ิ
สหสัมพนัธ์ 

ขนาด
ตัวอย่าง 

ค่าประมาณ ความเอนเอียง MSE ประสิทธิภาพ
สัมพัทธ์ (%) 

.sr sdy  .sr sy  .sr sdy  .sr sy  .sr sdy  .sr sy  

0.6 
100 290.26 286.21 8.93 4.65 4,287.78 4,161.52 103.03 

150 310.92 307.93 6.42 3.33 3,150.21 3,090.58 101.93 

200 306.05 303.57 5.00 2.53 2,553.48 2,519.05 101.37 

0.7 
100 317.34 312.46 6.83 2.18 3,797.93 3,681.20 103.17 

150 309.38 306.16 4.67 1.48 2,584.08 2,532.05 102.05 

200 303.78 301.45 3.36 0.94 1,842.10 1,815.51 101.46 

0.8 
100 315.01 310.49 3.71 -0.76 2,658.93 2,583.45 102.92 

150 310.06 306.98 2.63 -0.43 1,849.30 1,814.93 101.89 

200 307.34 305.18 1.74 -0.45 1,135.52 1,120.22 101.37 

หมายเหตุ: คา่ MSE ที่ใช้การกระจายอนกุรมเทย์เลอร์ถงึอนัดบัท่ีหนึง่ในการพิสจูน์ 

 

ตารางที่ 6  คา่ประมาณคา่เฉลีย่ประชากร ความเอนเอียง คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ และประสทิธิภาพสมัพทัธ์ของ 

                  ตวัประมาณเทียบกบั .sr sdy  จ าแนกตามตวัประมาณคา่ ขนาดตวัอยา่ง สมัประสทิธ์ิสหสมัพนัธ์ เมื่อไมท่ราบ 

                  สมัประสทิธ์ิการแปรผนัประชากร 
สัมประสิทธ์ิ
สหสัมพนัธ์ 

ขนาด
ตัวอย่าง 

ค่าประมาณ ความเอนเอียง MSE ประสิทธิภาพ
สัมพัทธ์ (%) 

.sr sdy  .sr sy  .sr sdy  .sr sy  .sr sdy  .sr sy  

0.6 
100 290.31 285.17 6.10 0.64 3,368.63 3,240.32 103.96 

150 310.93 306.87 4.83 0.82 2,692.38 2,626.25 102.52 

200 306.04 302.98 3.93 0.78 2,234.44 2,193.14 101.88 

0.7 
100 317.35 312.86 4.86 0.49 2,834.03 2,760.50 102.66 

150 309.40 306.38 3.78 0.74 2,176.36 2,135.43 101.92 

200 303.78 300.91 2.66 -0.29 1,666.92 1,633.18 102.07 

0.8 
100 315.01 311.82 3.22 0.08 2,081.73 2,042.81 101.91 

150 310.06 307.52 2.39 -0.13 1,627.50 1,605.72 101.36 

200 307.35 305.74 1.67 0.04 978.53 970.03 100.88 

หมายเหตุ: คา่ MSE ที่ใช้การกระจายอนกุรมเทย์เลอร์ถงึอนัดบัท่ีหนึง่ในการพิสจูน์ 
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สรุปผลการวิจัย 
การศกึษานี ้ได้เสนอตวัประมาณใหม ่2 ตวัเพื่อใช้ในการเลอืกตวัอยา่งแบบแบง่ชัน้ภมูิอยา่งงา่ย ตวัประมาณตวัที่หนึง่

.st sy เป็น ตวัประมาณที่ไม่ใช้ตวัแปรช่วยพฒันาจากตวัประมาณของซิลส์ และตวัประมาณตวัที่สอง .sr sy เป็นตวัประมาณ
แบบอัตราส่วนพัฒนาจากตัวประมาณแบบอัตราส่วนด้วยวิธีของซิลส์ของ Jitthavech and Lorchirachoonkul พร้อมด้วย
คณุสมบตัิของตวัประมาณคา่และเง่ือนไขที่มีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณดัง้เดิมในกรณีที่ไมใ่ช้ตวัแปรช่วยและตวัประมาณ
แบบอตัราส่วนแยกเดิม ผลการจ าลอง ยืนยนัความสอดคล้องของเง่ือนไขที่ได้วิเคราะห์ในบทตัง้ที่ 1 และ 2 นอกจากนี ้ยงั
เปรียบเทียบประสิทธิภาพของตวัประมาณ .sr sy กบัตวัประมาณแบบอตัราสว่น .sr sdy  ที่ปรากฏในวรรณกรรมวิชาการชัน้น า 
ซึง่ผลการจ าลองสรุปได้วา่ตวัประมาณ .sr sy มีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ .sr sdy  และความเอนเอียงยงัต ่ากวา่อีกด้วย 

การศกึษาตวัประมาณเพื่อใช้ในการเลอืกตวัอยา่งแบบแบง่ชัน้ภมูิอยา่งง่าย ควรพิจารณาการพฒันาจากตวัประมาณ
ที่มีประสิทธิภาพในการเลือกตวัอย่างสุ่มแบบง่ายที่มีมากมายในปัจจุบนั โดยเฉพาะตวัประมาณแบบอตัราส่วนที่มีรูปแบบ
หลากหลายแตกต่างไปจากรูปแบบตวัประมาณแบบอตัราส่วนเดิม ทัง้นีเ้พื่อเพิ่มประสิทธิภาพของตวัประมาณในการเลือก
ตวัอยา่งแบบแบง่ชัน้ภมูิอยา่งง่าย 
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ภาคผนวก 
บทพิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 1 
ความเอนเอียงของตวัประมาณ .st sy  สามารถเขียนได้จากค านิยามของ .st sy  ใน (28) และ ( )Bias sy  ใน (22) เป็น 

 ( )
2

. 2 2
1 1

Bias Bias
1 1

k k h h yh hh
st s h

h hh yh h yh

w C Yy
y w

C C



 = =

 
 = = − 
 + + 

 

ความแปรปรวนของตวัประมาณ .st sy  สามารถเขียนได้จาก (28) เช่นกนัและ ( )V sy  ใน (23) เป็น 

      ( )
( )

2 2 2
2

. 2 2
21 1

V V
1 1

k k h h yh hh
st s h

h hh yh
h yh

w C Yy
y w

C C



 = =

 
 = = 
 + + 

 

ดงันัน้ คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ .st sy  จึงเทา่กบั 

( )
( )

2
2 2 2 2

. 2 2
21 1

MSE
11

k kh h yh h h h yh h
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h h h yh
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 
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 
 = + 

+ +  

       

 

บทพิสูจน์บทตัง้ที่ 1 
ตวัประมาณ .st sy  จะมีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ sty  เมื่อ ( ) ( ).MSE MSEst st sy y  

   
( )

2
2 2 2 2

2 2 2

2 2
21 1 1 11
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                         ( )
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1 1

2
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sh h yh sh
h h

B C B
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 
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บทพิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 2 

ตวัประมาณคา่เฉลีย่ประชากรแบบอตัราสว่นเดิมในเลอืกตวัอยา่งสุม่แบบง่าย เทา่กบั r

y
y X

x
=  (ก.1) 

ก าหนดให้ 0

y Y

Y


−
= , 1

x X

X


−
=  จะได้คา่คาดหมาย (Sharma et la., 2013) ดงันี ้

    ( )0E 0 = , ( )1E 0 = , ( )2 0
0 20E C
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  =  และ ( )4 22

1 022
E 3 C

n


 =  เมื่อ 0
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N n

N


−
=
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ตวัประมาณ ry  ใน (ก.1) เมื่อใช้สญัลกัษณ์ 0  และ 1  จะเขียนได้ดงันี ้

            ( )( )
1

0 11 1ry Y  
−

= + +  
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กระจายอนกุรมเทย์เลอร์ของ ( )
1

11 
−

+  จะได้ 

            ( )( )2 3
0 1 1 11 1ry Y    = + − + − +  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 3
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 11Y            = + − − − + − − − +

 
   (ก.2) 

เมื่อเก็บเฉพาะพจน์ของ 0  และ 1  ไมเ่กินองศาที่สี ่คา่คาดหมายของ ry  เมื่อประมาณถึงอนัดบัท่ีสอง จะได้ 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1E E 1ry Y             + − − − + − − −

 
 

                 ( ) ( ) ( )20 1 2
02 11 12 03 02 02 112 2

1 3 3Y C C C C C C C
n n n

   
 + − + − + − 

 
   (ก.3) 

ความเอนเอียงของตวัประมาณ ry  เขียนได้เทา่กบั 

  ( ) ( ) ( ) ( )20 1 2
02 11 12 03 02 02 112 2

Bias 3 3ry Y C C C C C C C
n n n

   
 − + − + − 

 
    (ก.4) 

พจน์ ( )0
02 11C C

n


−  สามารถพิสจูน์ได้โดยง่าย เทา่กบั ( ) ( )20

02 11 x y xC C C C C
n


 − = −  

ซึ่งเมื่อแทนกลบัไปใน (ก.4) จะสามารถเขียน ความเอนเอียงของตวัประมาณ ry  เป็นผลบวกของความเอนเอียงของตวั
ประมาณ ry  เมื่อประมาณถึงอนัดบัท่ีหนึง่ และพจน์ในอนัดบัท่ีสอง ดงันี ้

  ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2
12 03 02 02 112 2

Bias 3 3r x y xy Y C C C C C C C C
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 
 

 − + − + − 
 

 

ยกก าลงัสองตวัประมาณ ry  ใน (ก.2) แล้วเก็บเฉพาะพจน์ของ 0  และ 1  ไมเ่กินองศาที่สี ่และใสค่า่คาดหมาย จะได้ 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2
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  ( )2 22
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3 6 24 15C C C C C C
n

 
+ + − + 


     (ก.5) 

คา่คาดหมายของตวัประมาณ ry  ยกก าลงัสอง สามารถเขียนได้จาก (ก.3) เทา่กบั 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2 20 0 1 2
02 11 02 11 12 03 02 02 112 2 2
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    
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 (ก.6) 

ความแปรปรวนของตวัประมาณ ry  สามารถเขียนได้จาก (ก.5) และ (ก.6) เทา่กบั 

     ( ) ( ) ( ) ( )
2
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 
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ดงันัน้ คา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ ry  จึงเทา่กบั  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2MSE 2r y y x xy Y C C C C o n  −  − + +
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บทพิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 3 
ตวัประมาณคา่แบบอตัราสว่นแยกเดิมในการเลอืกตวัอยา่งแบบแบง่ชัน้ภมูิอยา่งง่าย sry  ใน (37) สามารถเขียนใหม่

ได้เป็น 
1

k

sr h rh
h

y w y
=

=   เมื่อ h
rh h

h

y
y X

x
=  ดงันัน้ โดยใช้ความเอนเอียงและความแปรปรวนของตวัประมาณ ry  ในทฤษฎี

บทที่ 2 จะสามารถเขียนความเอนเอียง ความแปรปรวน และค่าคลาดเคลื่อนก าลงัสองเฉลี่ยของตวัประมาณ sry  ได้โดยง่าย
เทา่กบั 
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บทพิสูจน์ทฤษฎีบทที่ 4 
ความเอนเอียงของตวัประมาณ .sr sy  สามารถเขียนได้จากค านิยามของ .sr sy  ใน (41) เทา่กบั 
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ซึง่สามารถพิสจูน์ได้โดยง่ายเทา่กบั 
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เมื่อ ( ) ( )2Bias rh h h xh h yh xhy Y C C C  −  

ความแปรปรวนของตวัประมาณ .sr sy  สามารถเขียนได้จากค านิยามของ .sr sy  ใน (41) เช่นเดียวกนัเทา่กบั 
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และคา่คลาดเคลือ่นก าลงัสองเฉลีย่ของตวัประมาณ .st rsy  เทา่กบั 
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ซึง่เมื่อเก็บเฉพาะพจน์ของ 1 hn  ไมเ่กินองศาที่สอง จะเหลอืเพียง 
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เนื่องจาก ( ).MSE sr sy  มีเฉพาะพจน์ของ 1 hn  ไม่เกินองศาที่สอง ท าให้ ( )Bias rhy  ในผลบวกสดุท้าย จึงแทนด้วยการ

ประมาณถึงอนัดบัท่ีหนึง่ ก็เพียงพอ ( ) ( )2Bias rh h h xh h yh xhy Y C C C  −  ดงันัน้จะได้ ( ).MSE sr sy  เทา่กบั 
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บทพิสูจน์บทตัง้ที่ 2 
ตวัประมาณ .sr sy  จะมีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ sry  เมื่อ ( ) ( ).MSE MSEsr sr sy y  
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พิจารณา ( ).MSE sr sy  โดยกระจายอนกุรมเทย์เลอร์ของ ( )
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จาก (ก.7) จะเห็นวา่ ตวัประมาณ .sr sy  จะมีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ sry  ถ้า 
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ถ้าทกุชัน้ภมูิมีคา่ 0yh xhC C−   เง่ือนไขที่ตวัประมาณ .sr sy  จะมีประสทิธิภาพสงูกวา่ตวัประมาณ sry  จะเหลอืเพียง 
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