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บทคัดย่อ 
งานวิจัยค รัง้นี ไ้ด้ ท าการศึกษาล าดับทั่ ว ไป   

0n n
f




 และ   

0n n
l




 ซึ่ งนิ ยามความสัมพัน ธ์ เวียน เกิด 

โดย  
2 2

1 2 
  

n n n
a f b a ff และ   

2 2

1 2 
  

nn n
a l b a ll ส าหรับจ านวนเต็มบวก 2n ซึ่งมี เง่ือนไขค่า

เร่ิมต้น 0 1
0 , 1f f    และ 2

0 1
2 ,l l a  ตามล าดับ เมื่อ a  และ b  เป็นจ านวนจริงที่ไม่ใช่ศูนย์ และ   2

b a  เราได้
ศึกษาการสร้างฟังก์ชันก่อก าเนิด สตูรไบเนตของล าดบั พร้อมทัง้พิสจูน์เอกลกัษณ์บางตวัและสมบตัิบางประการของล าดบั
ทัว่ไปโดยใช้สตูรไบเนต 
 

ค ำส ำคัญ :  ล าดบัฟีโบนกัชี, ล าดบัลคูสั, ฟังก์ชนัก่อก าเนิด, สตูรไบเนต  
 

Abstract 
In this paper, we introduced the sequences  

0n n
f




 and  

0n n
l




 which are defined by the recurrence 

relations  
2 2

1 2 
  

n n n
a f b a ff  and  

2 2

1 2 
  

nn n
a l b a ll for positive integer 2n with initial 

conditions, 0 1
0 , 1f f   and 2

0 1
2 ,l l a   respectively, where a  and b  are positive real numbers 

and 2
b a . We study the generating functions, Binet’s formulas. Moreover, we also provide generalized identities 

of  
0n n

f



 and  

0n n
l




 by using Binet’s formulas for derivation. 
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บทน ำ   

ล าดับ ฟี โบนัก ชี   
0



n n
F  นิยามโดยความสัมพัน ธ์ เวียนเกิด  1 2 

 
n n n

F F F   โดยมี เง่ือนไขค่า เร่ิม ต้น  

0 1
0 , 1F F   และ ล าดับลูคัส  

0



n n
L นิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิด 1 2 

 
n n n

L L L โดยมีเง่ือนไขค่าเร่ิมต้น  

0 1
2 , 1L L     ฟังก์ชนัก่อก าเนิดส าหรับ  

0



n n
F  และ  

0



n n
L    

 

คือ 
2

0 1







 


n

n

n

x
F x

x x

  และ  
2

0

2

1








 


n

n

n

x
L x

x x

  ตามล าดบั   

 
และสตูรไบเนตของล าดบัฟีโบนกัชี และล าดบัลคูสั คือ   
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เมื่อ (1 5 ) 2  และ (1 5 ) 2  เป็นผลเฉลยของสมการลกัษณะเฉพาะ 2
1 0  x x    

 
 มีงานวิจัยจ านวนมากที่มีการน าสมบตัิของล าดบัฟีโบนกัชีและล าดบัลคูสัมาน าเสนอในรูปแบบใหม่ ซึ่งงานวิจัยที่
เก่ียวข้อง (Horadam, A.F, 1961),(Klein, S.T, 1991) ผู้ เขียนได้น าเสนอล าดบัฟีโบนกัชี โดยการเปลี่ยนเง่ือนไขค่าเร่ิมต้น หรือ
บางแนวคิด (Falcon,S and Plaza, A, 2007) เปลี่ยนนิยามความสมัพนัธ์เวียนเกิด  ในปี 2009 Marcia Edson  และ Omer 
Yayenie  ได้ท าการศึกษาล าดบัฟีโบนกัชีโดยการเปลี่ยนความสมัพนัธ์เวียนเกิด ต่อมาในปี 2011  Marcia Edson  และคณะ 
นิยามความสมัพนัธ์เวียนเกิดขึน้ใหมแ่ละท าการศึกษาสมบตัิและเอกลกัษณ์ของล าดบัดงักลา่ว  และ ในปี ค.ศ. 2014  Goksal 
Bilgici ได้ศึกษาเก่ียวกับความสมัพนัธ์เวียนเกิดของล าดบัทั่วไปของฟีโบนักชีและล าดบัลคูสั โดยการเปลี่ยนความสมัพนัธ์         
เวียนเกิดและเง่ือนไขคา่เร่ิมต้น  ในการท าวิจยัครัง้นีจ้ึงสนใจที่จะศึกษาล าดบัทัว่ไปของล าดบัฟีโบนกัชีและล าดบัลคูสั โดยการ
เปลี่ยนความสมัพนัธ์เวียนเกิดและเง่ือนไขค่าเร่ิมต้น  พร้อมทัง้ศึกษาฟังก์ชนัก่อก าเนิด สตูรไบเนต เอกลกัษณ์และสมบตัิบาง
ประการของล าดบัทัว่ไป 
 
วิธีด ำเนินกำรวิจัย   

งานวิจยันีไ้ด้ศกึษาความสมัพนัธ์เวียนเกิดของล าดบัทั่วไปท่ีถกูนิยามขึน้จากการเปลี่ยนความสมัพนัธ์เวียนเกิด และ
เง่ือนไขคา่เร่ิมต้นของล าดบัฟีโบนกัชีและล าดบัลคูสั  พร้อมทัง้หาฟังก์ชนัก่อก าเนิด สตูรไบเนต และศกึษาเอกลกัษณ์และสมบตัิ
บางประการของล าดบัทัว่ไป โดยใช้สตูรไบเนต 
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บทนิยำม 1 ก าหนดให้ล าดบัทัว่ไป   
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 จะเป็นล าดบัฟีโบนกัชีและล าดบัลคูสั 

 

ฟังก์ชนัก่อก ำเนิด (Generating functions) 

ทฤษฎีบท  2 ฟังก์ชนัก่อก าเนิดของล าดบั  
0n n

f



 และ  

0n n
l



    คือ 
 

                                                     
2 2 2

0 1 ( )







  


n

n

n

x
f x

a x b a x

       (3) 

และ                              
                   

 

                                                        
2

2 2 2

0

2

1 ( )








  


n

n

n

a x
l x

a x b a x

      (4) 

 

พิสูจน์   ก าหนดให้        
0

( )





 
n

n

n

f x f x       และ        
0

( )





 
n

n

n

x l xl   

 จะได้                                      2 2

3

( )
n

n

n

f x ax x f x





  
  
                  (5) 

                     
 

    

2 2 2 2

1

3

( )







    
n

n

n

a x f x a x a f x                                                               (6) 

 

และ                2 2 2

2

3

( ) ( ) ( )







  
n

n

n

a b x f x a b f x                                                                            (7) 

 
 
 
 
 
 
 



บทความวิจยั 

วารสารวิทยาศาสตร์บรูพา ปีที่  23  (ฉบบัที่ 3)  กนัยายน – ธันวาคม  พ.ศ. 2561 1708 
 

ผลรวมของสมการ (5), (6) และ (7)  และใช้นิยามของความสมัพนัธ์ (1) จะได้ 
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สูตรไบเนต (Binet’s formulas) 
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ผลกำรวิจัยและวิจำรณ์ผล  
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 โดยใช้สตูรไบเนต 

ทฤษฎีบท 4  ส าหรับทกุจ านวนเต็ม n  จะได้วา่ 
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การพิสจูน์ทฤษฎีบท 4  สามารถท าได้โดยใช้สตูรไบเนตในสมการ  (8) และสมการ (9) 
             ในปี ค.ศ. 1995   Melham, R.S. และ Shannon, A.G. ได้ศกึษาเก่ียวกบัเอกลกัษณ์ของ Catalan  และเอกลกัษณ์ที่
เก่ียวข้อง ซึง่เป็นผลท าให้เราได้ทฤษฎีบทตอ่ไปนี ้
ทฤษฎีบท 5  ให้ ,m n  และ r  จ านวนเต็ม จะได้วา่ 
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ถ้าแทน n  ด้วย  n  ในทฤษฎีบท  5 ข้อ (4)  และจากสมบตัิในทฤษฎีบท 4 จะได้บทแทรกตอ่ไปนี ้
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