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บทคัดย่อ 

บทความนีศ้ึกษาตวัแทนและหาผลเฉลยทัง้หมดของจ านวนธรรมชาติ  𝑚, 𝑎 ในรูป 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋   

𝑘1

𝑖=1
เมื่อ 

4 ≤ 𝑘1 ≤ 30 และ 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋   

𝑘2

𝑖=1
เมื่อ  2 ≤ 𝑘2 ≤ 7 และแสดงว่า (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,8), (1,10)} เป็นผลเฉลยของ  

𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋   

𝑘1

𝑖=1
ส าหรับทกุ 𝑘1 ≥ 6 และ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} เป็นผลเฉลยของ  𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 

𝑎

2𝑖−1
 ⌋   

𝑘2

𝑖=1
ส าหรับ

ทกุ 𝑘2 ≥ 2 
 

ค ำส ำคัญ : ตวัแทนของจ านวนธรรมชาตใินรูปฟังก์ชนัพืน้ 

 
Abstract 

 In this article, we study the representation and find all of the solutions of natural numbers 𝑚  and 𝑎 that 

can be represented in the form 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋

𝑘1

𝑖=1
,  where 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30, and 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 

𝑎

2𝑖−1
 ⌋

𝑘2

𝑖=1
, where 2 ≤

𝑘2 ≤ 7 .  We also show that (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,8), (1,10)}  satisfies 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋

𝑘1

𝑖=1
, for all 𝑘1 ≥ 6 , and                       

(𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} satisfies 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋

𝑘2

𝑖=1
,  for all 𝑘2 ≥ 2. 
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บทน ำ 

 การศึกษาตวัแทนของจ านวนธรรมชาติมีความเป็นมายาวนานและมีการศกึษาในหลายรูปแบบ ในปี ค.ศ. 1981 
Gilbert  (Gilbert, 1981) ศึกษาตวัแทนเรดิกซ์ (radix representation) ซึ่งเป็นตวัแทนของจ านวนธรรมชาติที่นิยามขึน้ใน
ท านองเดียวกับตวัแทนที่เกิดจากเลขฐานสอง นอกจากนีผ้ลงานที่เก่ียวข้องกบัตวัแทนเรดิกซ์อื่น ๆ พบได้ในผลงานของ  
Matula (Matula, 1982) และ Reznick (Reznick, 1989) 

 ในปี ค.ศ. 2013  Farhi (Farhi, 2013) ได้ศึกษาผลลพัธ์เก่ียวกบัตวัแทนของจ านวนธรรมชาติในรูปของ ฟังก์ชนั
พืน้ (floor function) ⌊ 𝑥 ⌋ ซึ่งคือจ านวนเต็มที่ใหญ่ที่สุดซึ่งน้อยกว่าหรือเท่ากับ 𝑥 เมื่อ 𝑥 เป็นจ านวนจริงที่มากกว่าหรือ

เทา่กบัศนูย์ ในรูปผลรวมของจ านวนสามจ านวนของล าดบั  ⌊ 
𝑛2

𝑎 
 ⌋   เมื่อ  𝑛 ∈ ℕ โดยที ่𝑎 เป็นจ านวนเต็มบวก และได้วา่ทกุ

จ านวนธรรมชาติเป็นผลรวมของจ านวนสามจ านวนของล าดบั ⌊ 
𝑛2

8
 ⌋   และ ⌊ 

𝑛2

4
 ⌋   เมื่อ  𝑛 ∈ ℕ  นอกจากนีย้งัแสดงว่า        

ทุกจ านวนคู่ที่ไม่เป็นลบเป็นผลรวมของจ านวนสามจ านวนของล าดับ  ⌊ 
𝑛2

2
 ⌋ และ ในปี ค.ศ. 2014 Soufiane และคณะ 

(Soufiane et al., 2014) ได้พิสจูน์ว่าทุกจ านวนธรรมชาติ  N ≢ 2(mod 24) สามารถเขียนในรูปผลรวมของจ านวนสาม

จ านวนของล าดบั ⌊ 
 𝑛2

3
 ⌋ เมื่อ 𝑛 ∈ ℕ และข้อพิสจูน์ยงัคงเป็นจริงแม้วา่ N ≡ 2(mod 24) 

 ในการท าบทความครัง้นีผู้้จดัท าบทความได้ศกึษาตวัแทนของจ านวนธรรมชาติ 𝑚, 𝑎 ในรูปแบบ 

                                                                              𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋                                                                                      (1) 

𝑘1

𝑖=1
  

และ  

                                                                              𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋                                                                                  (2)

𝑘2

𝑖=1
  

โดยผู้จดัท าได้ให้ผลเฉลยทัง้หมดของ (1)  เมื่อ 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30 และให้ผลเฉลยทัง้หมดของ (2)  เมื่อ 2 ≤ 𝑘2 ≤ 7 
นอกจากนีย้งัแสดงวา่ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,8), (1,10)} เป็นผลเฉลยของ (1) ส าหรับทกุ 𝑘1 ≥ 6 และ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} 
เป็นผลเฉลยของ (2)  ส าหรับทกุ 𝑘2 ≥ 2 

 

วิธีด ำเนินกำรวิจัย 

บทตัง้ 1 แสดงวา่ เมื่อ 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30 และ 2 ≤ 𝑘2 ≤ 7 ถ้า 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋ 

𝑘1

𝑖=1
 หรือ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 

𝑎

2𝑖−1
 ⌋ 

𝑘2

𝑖=1
แล้ว

จะได้วา่ 𝑚 = 1 เทา่นัน้ 
 

บทตัง้ 1 ให้ 𝑚, 𝑎 เป็นจ านวนธรรมชาติทีส่อดคล้องกบั  
 

i)  𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋  

𝑘1

𝑖=1
เมื่อ  4 ≤ 𝑘1 ≤ 30  

หรือ 

 ii)  𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋  

𝑘2

𝑖=1
เมื่อ  2 ≤ 𝑘2 ≤ 7 

 

แล้วจะได้วา่ 𝑚 = 1 
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พิสูจน์  ส าหรับ  4 ≤ 𝑘1 ≤ 30 จะได้วา่  𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋   

𝑘1

𝑖=1
≤ ∑ ⌊ 

𝑎

2𝑖
 ⌋ ≤ 

30

𝑖=1
∑

𝑎

2𝑖
  ≈ 1.997𝑎

30

𝑖=1
   

ดงันัน้  1 ≤ 𝑚 ≤ 1.997 นัน่คือ 𝑚 = 1 ในท านองเดยีวกนัส าหรับ  2 ≤ 𝑘2 ≤ 7 จะได้วา่                                                              

𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋ 

𝑘2

𝑖=1
≤ ∑ ⌊ 

𝑎

2𝑖−1
 ⌋ ≤ 

7

𝑖=1
∑

𝑎

2𝑖−1
  ≈ 1.955𝑎

7

𝑖=1
  ดงันัน้  1 ≤ 𝑚 ≤ 1.955 นัน่คือ 𝑚 = 1      □                                                                                                     

ส าหรับจ านวนธรรมชาติ 𝑘 ใด ๆ ให้ 𝑙𝑘 = 𝑙𝑐𝑚(2,4,6, … ,2𝑘) และ 𝑙′𝑘 = 𝑙𝑐𝑚(3,5,7, … ,2𝑘 − 1)  ส าหรับแตล่ะ
จ านวนธรรมชาติ  𝑎 จะได้วา่  𝑎 ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑙𝑘)  ส าหรับบาง  0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑙𝑘 − 1  และ 𝑎 ≡ 𝑟′ (𝑚𝑜𝑑 𝑙′𝑘)  ส าหรับบาง         
0 ≤ 𝑟′ ≤ 𝑙′𝑘 − 1    

จากบทตัง้ 1 ส าหรับจ านวนธรรมชาติ  𝑘1 ∈ {4, … ,30}  จะได้วา่  𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋   

𝑘1

𝑖=1
มีผลเฉลยเมื่อ 𝑚 = 1 

เทา่นัน้ ในทฤษฎีบท 2 ผู้จดัท าให้ผลเฉลยทัง้หมดของ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋

𝑘1

𝑖=1
 เมื่อ 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30   

ทฤษฎีบท 2  ให้ 𝑚, 𝑎, 𝑘1 เป็นจ านวนธรรมชาติที่ 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30  จะได้วา่  𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋

𝑘1

𝑖=1
 ก็ตอ่เมื่อ 𝑚 = 1 และ   

i) 𝑎 ∈ {8,12,16,18,20,25,26,28,30,33,34,37,38,41,43,45,46,51,53,55,59,63,71} เมื่อ  𝑘1 = 4 

ii) 𝑎 ∈ {8,10,13,14,17,19,23} เมื่อ  𝑘1 = 5 

iii) 𝑎 ∈ {8,10,15} เมื่อ  𝑘1 = 6 

iv) 𝑎 ∈ {8,10} เมื่อ 7 ≤ 𝑘1 ≤ 30 

พิสูจน์   จากบทตัง้ 1 จะได้วา่ 𝑚 = 1 ให้  𝑟 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑙𝑘) เมื่อ 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑙𝑘 − 1 

เนื่องจาก 2𝑖⃒𝑙𝑘 ทกุ 𝑖 ≤ 𝑘 จะได้  𝑎−𝑟

2𝑖
 เป็นจ านวนเต็ม 

ดงันัน้ 𝑚𝑎 = 𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋   

𝑘1

𝑖=1
= ∑ ⌊ 

𝑎−𝑟

2𝑖
+  

𝑟

2𝑖
 ⌋    

𝑘1

𝑖=1
= ∑  

𝑎−𝑟

2𝑖
+

𝑘1

𝑖=1
∑  ⌊ 

𝑟

2𝑖
 ⌋                                            (3)

𝑘1

𝑖=1
    

จาก (3) จะได้วา่ผลเฉลยของ (1) ทัง้หมดสามารถหาได้จากการพจิารณา 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑙𝑘 − 1  

จากการค านวณโดยโปรแกรม sage แทนคา่ 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑙𝑘1
− 1 ใน (3) จะได้ผลเฉลยตารางที่ 1                                                  □ 

𝑘1 𝑎 
4 8,12,16,18,20,25,26,28,30,33,34,37,38,41,43,45,46,51,53,55,59,63,71 
5 8,10,13,14,17,19,23 
6 8,10,15 

7 − 30 8,10 

ตารางที่ 1 ผลเฉลยทัง้หมดของ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋ 

𝑘1

𝑖=1
เมื่อ 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30   

ทฤษฎีบท 3  ให้ 𝑚, 𝑎 เป็นจ านวนธรรมชาติ จะได้วา่ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,8), (1,10)} เป็นค าตอบของ 

                              𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2i
 ⌋ 

𝑘1

i=1
 ส าหรับทกุ  𝑘1 ≥ 6 

พิสูจน์  ให้ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,8), (1,10)} โดยทฤษฎีบท 2 จะได้วา่ (𝑚, 𝑎) เป็นผลเฉลยของ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2i
 ⌋ 

6

i=1
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เนื่องจาก  ⌊ 
a

2j
 ⌋ = 0 ส าหรับทกุ 𝑗 ≥ 6 ดงันัน้ ∑ ⌊ 

𝑎

2i
 ⌋ 

𝑘1

i=1
= ∑ ⌊ 

𝑎

2i
 ⌋ = 𝑚𝑎 

6

i=1
ส าหรับทกุ 𝑘1 ≥ 6                       □ 

ทฤษฎีบท 4  ให้ผลเฉลยทัง้หมดของ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋

𝑘2

𝑖=1
 เมื่อ 2 ≤ 𝑘2 ≤ 7   

ทฤษฎีบท 4  ให้ 𝑚, 𝑎, 𝑘2 เป็นจ านวนธรรมชาติที่ 2 ≤ 𝑘2 ≤ 7  จะได้วา่  𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋

𝑘2

𝑖=1
 ก็ตอ่เมื่อ 𝑚 = 1 และ

                        𝑎 ∈ {1,2} 

พิสูจน์  จากบทตัง้ 1 จะได้วา่ 𝑚 = 1 ให้  𝑟 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑙′𝑘) เมื่อ 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑙′𝑘 − 1 

เนื่องจาก 2𝑖 − 1⃒𝑙′𝑘 ทกุ 𝑖 ≤ 𝑘 จะได้  𝑎−𝑟

2𝑖−1
 เป็นจ านวนเต็ม 

ดงันัน้   𝑚𝑎 = 𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋   

𝑘2

𝑖=1
= ∑ ⌊ 

𝑎−𝑟

2𝑖−1
+ 

𝑟

2𝑖−1
 ⌋    

𝑘2

𝑖=1
= ∑  

𝑎−𝑟

2𝑖−1
+

𝑘2

𝑖=1
∑  ⌊ 

𝑟

2𝑖−1
 ⌋                           (4)

𝑘2

𝑖=2
    

จาก (4) จะได้วา่ผลเฉลยของ (2) ทัง้หมดสามารถหาได้จากการพจิารณา 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑙′𝑘 − 1 

จากการค านวณโดยโปรแกรม sage แทนคา่ 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑙′𝑘 − 1 ใน (4) จะได้วา่ผลเฉลยของ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋

𝑘2

𝑖=1
  

คือ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} เมื่อ 2 ≤ 𝑘2 ≤ 7                                                                                                         □ 

ทฤษฎีบท 5  ให้ 𝑚, 𝑎 เป็นจ านวนธรรมชาติ จะได้วา่ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} เป็นค าตอบของ 

                              𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2i−1
 ⌋ 

𝑘2

i=1
 ส าหรับทกุ   𝑘2 ≥ 2 

พิสูจน์  ให้ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} โดยทฤษฎีบท 4 จะได้วา่ (𝑚, 𝑎) เป็นผลเฉลยของ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2i−1
 ⌋ 

2

i=1
  

เนื่องจาก  ⌊ 
a

2j−1
 ⌋ = 0 เมื่อ 𝑗 ≥ 2 ดงันัน้ ∑ ⌊ 

𝑎

2i−1
 ⌋ 

𝑘2

i=1
= ∑ ⌊ 

𝑎

2i−1
 ⌋ = 𝑚𝑎 

2

i=1
ส าหรับทกุ 𝑘2 ≥ 2                 □ 

 

ผลกำรวิจัย 
ทฤษฎีบทที่ 2 ให้ผลเฉลยที่เป็นจ านวนธรรมชาติทัง้หมดของ 𝑚, 𝑎 เมื่อ 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30  ของสมการ  𝑚𝑎 =

∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋

𝑘1

𝑖=1
  และทฤษฎีบทที่ 4 ได้ผลเฉลยที่เป็นจ านวนธรรมชาติทัง้หมดของ 𝑚, 𝑎 เมื่อ 2 ≤ 𝑘2 ≤ 7  ของสมการ  

𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋

𝑘2

𝑖=1
  ในทฤษฎีบทที่  3 และ 5 ไ ด้แสดงว่า  (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,8), (1,10)} เ ป็นผลเฉลยของ   𝑚𝑎 =

∑ ⌊ 
𝑎

2i
 ⌋ 

𝑘1

i=1
 ส าหรับทกุ  𝑘1 ≥ 6  และ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} เป็นผลเฉลยของ 𝑚𝑎 = ∑ ⌊ 

𝑎

2i−1
 ⌋ 

𝑘2

i=1
 ส าหรับทกุ   𝑘2 ≥

2 ตามล าดบั 

 

 

 



บทความวิจยั 

วารสารวิทยาศาสตร์บรูพา ปีที่  24  (ฉบบัที่ 3)  กนัยายน – ธันวาคม  พ.ศ. 2562                                                                                 1224  
 

วิจำรณ์ผลกำรวิจัย 
 ในบทความนีส้มการ (1)  และ (2)  มีผลเฉลยเมื่อ 𝑚 = 1 เท่านัน้ ซึ่งเป็นผลมาจากบทตัง้ 1 อย่างไรก็ตามถ้าคา่
ของ 𝑘1 และ 𝑘2 มากกว่า 30 และ 7  ตามล าดบัจะไม่สามารถใช้บทตัง้ 1 ในการสรุปว่า 𝑚 = 1 ได้ ดงันัน้ผลเฉลยของ
ทฤษฎีบท 2 และ ทฤษฎีบท 4 อาจมีผลเฉลยเมื่อ 𝑚 > 1 

 

สรุปผลกำรวิจัย 

ในบทความนีผู้้ จัดท าให้ผลเฉลยทัง้หมดของ 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋  

𝑘1

𝑖=1
เมื่อ 4 ≤ 𝑘1 ≤ 30 และให้ผลเฉลยทัง้หมด

ของ  𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖−1
 ⌋ 

𝑘2

𝑖=1
 เมื่อ  2 ≤ 𝑘2 ≤ 7 นอกจากนี ย้ังแสดงว่า  (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,8), (1,10)} เ ป็นผลเฉลยของ  

𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 
𝑎

2𝑖
 ⌋  

𝑘1

𝑖=1
 ส าหรับทกุ 𝑘1 ≥ 6 และ (𝑚, 𝑎) ∈ {(1,1), (1,2)} เป็นผลเฉลยของ 𝑚𝑎 =  ∑ ⌊ 

𝑎

2𝑖−1
 ⌋ 

𝑘2

𝑖=1
 ส าหรับ

ทกุ   𝑘2 ≥ 2 
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