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การแสดงถึงความไม่มีคำตอบและความไม่มีขอบเขตของปัญหาหลัก - ปัญหาคู่ควบ 
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บทคัดย่อ

	 บทความนี้ศึกษาการใช้วิธีจุดภายในในการหาตัวบ่งบอกถึงความไม่มีคำตอบและความไม่มีขอบเขตของปัญหาหลัก - ปัญหาคู่ควบ  

และได้ทำการศึกษากรณีที่ใช้ ขั้นตอนวิธีการตามเส้นทางคู่ควบ (Dual) และพบว่าพฤติกรรมทางทฤษฎีมีความแตกต่างไปจากขั้นตอน 

วิธีการตามเส้นทางหลัก-คู่ควบ (Primal-Dual) เนื่องจากฟังก์ชันขวางกั้นมาตรฐานมีความซับซ้อนน้อยกว่า

คำสำคัญ : วิธีจุดภายใน   ความไม่มีคำตอบ   หลัก-คู่ควบ

Abstract

	 We apply interior-point method to find infeasibility and unboundedness certifies. We study dual path-following 

interior-point method and compare it to primal-dual method. Both methods are able to find certifies. However, there 

are differences in the theories due the less of complexity of the universal barrier function. 
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บทนำ (Introduction)
	 วธิกีารตามเสน้ทางของจดุภายใน (path-following interior 

points method)(Gonzaga, 1992) เป็นขั้นตอนวิธีที่ใช้เส้นทาง 

ศูนย์กลาง (central path) ในการหาคำตอบที่เหมาะสม (optimal 

solution) (Ye, 1997) สำหรับปัญหาการกำหนดการเชิงเส้นและ 

ปัญหาการกำหนดการโคนิค (Conic programming) และการที่ 

จะมเีสน้ผา่นศนูยก์ลางนัน้ ปญัหาหลกัและปญัหาหลกั-ปญัหาคูค่วบ 

นัน้จะตอ้งมคีำตอบทีเ่ปน็ไปไดโ้ดยแท ้(strictly feasible solution)  

นอกจากนี้ Todd (2004) ได้แสดงเหตุผลในการใช้ขั้นตอนวิธีหลัก 

-คู่ควบ ไว้ว่าขั้นตอนวิธีนี้ใช้วิธีเส้นทางศูนย์กลางในการหาคำตอบ 

ที่เหมาะสมของปัญหาช่วย (auxiliary problem) ที่ได้แสดงถึง 

การไม่มีคำตอบที่เป็นไปไม่ได้และความไม่มีขอบเขต (infeasibil-

ity and unboundedness) ของปัญหาเริ่มต้น (Todd, 2004)   

เราได้ทำการศึกษากรณีที่ใช้ ขั้นตอนวิธีการตามเส้นทางคู่ควบ 

(dual path-following algorithms) และได้พบว่าพฤติกรรมทาง 

ทฤษฎีมีความแตกต่างไปจากขั้นตอนวิธีการตามเส้นทางหลัก-

คู่ควบ	

	 พิจารณา	 	 	 	 	 	

			 

								      

	  

โดยที่ A เป็นเมทริกซ์ขนาด m×n และมีแรงค์ m และ c, x และ  
s เป็นเวกเตอร์ใน       b และ y เป็นเวกเตอร์ใน

	 เรามุ่งความสนใจไปที่ (D) เพราะว่าวิธีจุดภายในคู่ควบนี้ 

เป็นตัวอย่างในการนำไปใช้กับรูปแบบปัญหาเหล่านี้ เช่น ขั้นตอน

วิธีการตามเส้นทางคู่ควบของ Renegar  (Renegar, 1988), dual 

affine-scaling method ของ Adler et al. (Adler et al., 1989) 

และ dual potential-reduction algorithms ของ Benson, Ye, 

และ Zhang (Benson et al., 2000) ในปัญหาการกำหนดการ 

semidefinite

	 ถ้าเราต้องการที่จะตรวจสอบความไม่มีคำตอบที่เป็นไปได้ 

และความไม่มีขอบเขตอย่างมีประสิทธิภาพในขั้นตอนวิธีคู่ควบ 

เราจะต้องมีการคู่ควบฟังก์ชันขวางกั้น นอกจากนี้เหตุผลในการนำไ

ปใช้ในการพิจารณา (D) นั่นก็คือ มีฟังก์ชันขวางกั้น ที่มีค่าเชิงซ้อน 

(complexity value) ที่น้อยกว่า n มากๆ 

	 ตัวอย่างหนึ่งของฟังก์ชันขวางกั้น คือ universal barrier 

สำหรับ L1-ball ใน           โดย Guler (Guler, 1996) ถึงแม้ว่า 

ฟังก์ชันขวางกั้นนี้ไม่สามารถที่จะคำนวณได้อย่างมีประสิทธิภาพ 

อย่างไรก็ตาม สำหรับงานศึกษาส่วนมากนั้นจะพิจารณาฟังก์ชัน 

ขวางกั้นมาตรฐาน –ln(s) สำหรับ           และฟังก์ชันขวางกั้น 

ที่สอดคล้อง –ln(c- AT y) สำหรับ (D) โดยที่ ln(v) เป็นเวกเตอร์ 

ที่เป็นผลรวมของลอการิทึมฐานธรรมชาติของส่วนประกอบของ 

v และทีไ่ดก้ลา่วมากเ็ปน็ตวัอยา่งทีส่ามารถเขา้ใจไดอ้ยา่งงา่ยในการ

พัฒนา และในการนำไปเปรียบเทียบกับวิธีหลัก-คู่ควบ (Nesterov 

et al., 1993)

	 ในการแก้ปัญหาหลักและปัญหาหลัก-ปัญหาคู่ควบเพื่อ 

ที่จะได้คำตอบที่เหมาะสมนั้น จะได้ว่าคำตอบที่ได้นั้นจะมีค่าที่ซึ่ง 

อยู่บนขอบ และเพื่อแก้ปัญหานี้ เราจะทำการเพิ่มฟังก์ชันขวางกั้น 

เข้าไปในฟังก์ชันจุดประสงค์เพื่อที่จะแก้ปัญหาที่ทำให้คำตอบที่ได้

นั้นอยู่บนขอบ

	 พิจารณาปัญหาขวางกั้น (barrier problem)

								      

	 โดยที่                      และ µ ลดลงเข้าสู่ 0 และ s > 0  

เนื่องจากว่า ถ้า s เข้าสู่ขอบของเซตของคำตอบที่เป็นไปได้จะได้ว่า 

ln(s) จะลู่เข้าสู่ลบอนันต์

	 พิจารณาเงื่อนไขความเหมาะสมสุด (optimality con-

dition) ของ (BDµ) และ (BPµ) เงื่อนไขความเหมาะสมสุด 

เป็นเงื่อนไขพีชคณิต ที่จะต้องสอดคล้องกับคำตอบของปัญหาการ 

กำหนดการเชิงเส้น เราจะประยุกต์ใช้ตัวคูณลากรานจ์ (lagrange 

multiplier) ในการหาเงื่อนไขที่เหมาะสมที่สุด เราจะเรียกเงื่อนไข 

นี้ว่า Karush-Kuhn-Tucker condition (KKT)

	 ต่อไปจะพิจารณาฟังก์ชันลากรานจ์ สำหรับปัญหาหลัก- 

ปัญหาคู่ควบ

(1.1)

								      

	 	 	 	 	 	 	 (1.2)
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นอกจากนี้ Todd (2004) ไดแสดงเหตุผลในการใชขั้นตอนวิธีหลัก-คูควบ ไววาขั้นตอนวิธีนี้ใชวิธีเสนทางศูนยกลาง
ในการหาคําตอบที่เหมาะสมของปญหาชวย (auxiliary problem) ที่ไดแสดงถึงการไมมีคําตอบที่เปนไปไมไดและ
ความไมมีขอบเขต (infeasibility and unboundedness) ของปญหาเริ่มตน (Todd, 2004)   เราไดทําการศึกษากรณีท่ีใช 
ขั้นตอนวิธีการตามเสนทางคูควบ (dual path-following algorithms) และไดพบวาพฤติกรรมทางทฤษฎีมีความ
แตกตางไปจากขั้นตอนวิธีการตามเสนทางหลัก-คูควบ  

พิจารณา         (D)   max ybT  

                csyAT   
                0s  

            (P)   min xcT  
                ,bAx   
                0x  
 

โดยที่ A เปนเมทริกซขนาด m×n และมีแรงค m และ c, x และ s เปนเวกเตอรใน ℝn, b และ y เปนเวกเตอรใน 
ℝm 
 เรามุงความสนใจไปที่ (D) เพราะวาวิธีจุดภายในคูควบนี้เปนตัวอยางในการนําไปใชกับรูปแบบปญหาเหลานี้ 
เชน ขั้นตอนวิธีการตามเสนทางคูควบของ Renegar  (Renegar, 1988), dual affine-scaling method ของ Adler et al. 

(Adler et al., 1989) และ dual potential-reduction algorithms ของ Benson, Ye, และ Zhang (Benson et al., 2000) ในปญหา
การกําหนดการ semidefinite 

 ถาเราตองการที่จะตรวจสอบความไมมีคําตอบที่เปนไปไมได และ ความไมมีขอบเขตอยางมีประสิทธิภาพใน
ขั้นตอนวิธีคูควบเราจะตองมีการคูควบฟงกชันขวางก้ัน นอกจากนี้เหตุผลในการนําไปใชในการพิจารณา (D) 
นั่นก็คอื มีฟงกชันขวางก้ัน ที่มีคาเชิงซอน (complexity value) ที่นอยกวา n มาก ๆ  
 ตัวอยางหนึ่งของฟงกชันขวางกั้น คือ universal barrier สําหรับ L1-ball ใน ℝm โดย G u ler (G u ler, 1996) 

ถึงแมวาฟงกชันขวางกั้นนี้ไมสามารถที่จะคํานวณไดอยางมีประสิทธิภาพ อยางไรก็ตาม สําหรับงานศึกษา
สวนมากนั้นจะพิจารณาฟงกชันขวางกั้นมาตรฐาน –ln(s)  สาํหรับ ℝ n

 และฟงกชันขวางกั้นที่สอดคลอง –ln(c-

yAT ) สําหรับ FY  (D)  โดยที่ ln(v) เปนเวกเตอรที่ v เปนผลรวมของลอการิทึมฐานธรรมชาติของสวนประกอบ
ของ v และท่ีไดกลาวมาก็เปนตัวอยางที่สามารถเขาใจไดอยางงายในการพัฒนา และในการนําไปเปรียบเทียบ
กับวิธีหลัก-คูควบ (Nesterov et al., 1993) 
 

 ในการแกปญหาหลักและปญหาหลัก - ปญหาคูควบเพ่ือที่จะไดคําตอบทีเ่หมาะสมนั้น จะไดวาคําตอบที่ได
นั้นจะมีคาที่ซึ่งอยูบนขอบ และเพ่ือแกปญหานี้ เราจะทําการเพิ่มฟงกชันขวางกั้นเขาไปในฟงกชันจุดประสงค
เพ่ือที่จะแกปญหาที่ทําใหคําตอบที่ไดนั้นอยูบนขอบ 

 พิจารณาปญหาขวางกั้น (barrier problem) 

         (BDµ)   max )ln( sybT   
              ,csyAT   
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	 	  	 (1.4)

จาก (1.2) จะได้ว่า 

	 	 	 	 	 	 	 (1.5)

จาก (1.3) จะได้ว่า	

(1.6)

และจาก (1.4) จะได้ว่า

(1.7)

ดังนั้นจาก (1.5), (1.6) และ (1.7) จะได้เงื่อนไขตามความเหมาะสม

สุดสำหรับ (BDµ) นั่นคือ มี              ซึ่ง

								      

					      	  

	 	 	 	 	 	 (1.8)

						       

ดังนั้นจะได้ว่า x = µs-1 > 0
	 พิจารณาฟังก์ชันลากรานจ์สำหรับปัญหาหลัก

								      

(1.9)

								      

(1.10)

								      

	 	 	  	 	 	 (1.11)

โดยที่การกระทำ      คือการหาอนุพันธ์อันดับหนึ่ง

และกำหนดให้

								      

(1.12)

จาก (1.10) จะได้ว่า 	 	 	 	 	

(1.13)

จาก (1.11) จะได้ว่า 

								      

(1.14)

และจาก (1.12) จะได้ว่า	 	 	 	 	

			      				      	

	    (1.15)

ดังนั้นจาก (1.13), (1.14) และ (1.15) จะได้เงื่อนไขความ 

เหมาะสมสุดสำหรับ (BPµ) นั่นคือ มี                         ซึ่ง 

								      

(1.16)

								      

ดังนั้นจะได้ว่า 	  

	 จะเห็นว่าเงื่อนไขความเหมาะสมสุดของ (BDµ) และ 

(BPµ) นั้นสมมูลกัน จึงสามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมมาตรได้ คือ

								      

(1.17)

	 โดยที่ X และ S เป็นเมทริกซ์ทแยงมุม และ          เป็น 

เวกเตอร์ที่มีสมาชิกเป็นหนึ่ง

และ e = [1 1... 1]T และจะเรียกระบบสมการ (1.17) นี้ว่า 

สมการเส้นทางศูนย์กลาง ((primal dual) central path equa-

tion)

ทฤษฎีบท 1. ทฤษฎีเส้นทางศูนย์กลาง (central path theo-

rem)

	 สมมติให้ (P) และ (D) มีคำตอบที่เป็นไปได้โดยแท้ 

(x > 0, s > 0) แล้วจะได้ว่าทุก µ > 0 ระบบสมการเชิงเส้นทาง 

ศูนย์กลางจะมีคำตอบเพียงค่าเดียว (x(µ), y(µ), s(µ)) และถ้า 

µ > 0 (จาก smooth path) และ µ → 0 จะไดว้า่ x(µ) และ (y(µ), 
s(µ)) ลู่เข้าสู่คำตอบที่เหมาะสมของ (P) และ (D) ตามลำดับ 

ยิ่งไปกว่านั้นจะได้ว่า ถ้าทุกๆ µ > 0 จะได้ว่า x(µ) และ (y(µ), 
s(µ)) เป็นคำตอบค่าเดียวของ (BPµ) และ (BDµ) ตามลำดับ

	 พิจารณาระบบสมการ (1.17) จะเห็นว่าสมการสุดท้ายนั้น 

ไม่เป็นสมการเชิงเส้น จึงทำให้การหาคำตอบของระบบสมการนี้ 

เป็นไปได้ยาก ดังนั้นเราจะหาคำตอบโดยจะประยุกต์ใช้วิธีของ 

นิวตันเข้าไปในวิธีการทำซ้ำ (x, y, s) โดยที่ x > 0 และ x > 0 

ซึง่จะกลา่วในหวัขอ้ตอ่ไป และจะไดว้า่ถา้วธิกีารทำซำ้ x และ (y, s) 

เป็นไปได้ (feasible) ใน (P) และ (D) ตามลำดับ จะเรียกว่าเป็น 
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วิธีจุดภายในที่เป็นไปได้ (feasible interior point methods) 

แต่ถ้าไม่มีคำตอบที่เป็นไปได้ (infeasible) เราจะเรียกว่าเป็น วิธี 

จุดภายในที่เป็นไปไม่ได้ (infeasible interior point methods: 

IIPM) 

	 ในงานศึกษานี้เราสนใจที่จะศึกษาในกรณีที่ (D) มีคำตอบ 

ที่เป็นไปได้โดยแท้ (s > 0) (และมีเส้นทางศูนย์กลาง) และ 

(P) มีคำตอบที่เป็นไปไม่ได้โดยแท้ (x > 0) (ดังนั้นจะได้ว่า (D)

ไม่มีขอบเขต) นั่นคือเราต้องการที่จะตรวจสอบ ความไม่มีคำตอบ 

ที่เป็นไปได้ของปัญหาหลักและ ความไม่มีขอบเขตของปัญหาหลัก 

-ปัญหาคู่ควบ โดยจะใช้ผลลัพธ์จากบทตั้งต่อไปนี้

บทตั้ง 2. (Farkas Lemma)

	 (i) (P)	 เงื่อนไข (Ax = b, x > 0) จะไม่มีคำตอบที่ 

เป็นไปได้ ก็ต่อเมื่อ มีบาง (y, s) ที่สอดคล้องกับ AT y + 0, 
s > 0, bT y > 0   

	 (ii) (D)	 เงื่อนไข (AT y + s = c, s > 0) จะไม่มีคำตอบ 

ที่ เป็นไปได้ ก็ต่อเมื่อ มีบาง  x ที่สอดคล้องกับ AT = 0, 
x > 0, cT x < 0 

เราจะเรียก (y, s) ที่สอดคล้องกับ (i) ว่าเป็น ตัวบ่งบอกถึง	

ความไมม่คีำตอบทีเ่ปน็ไปไดแ้ละความไมม่ขีอบเขต (infeasibil-

ity-unboundedness certifies)

	 (Todd et al., 2004) ได้กล่าวถึงการใช้ IIPM กับปัญหา 

หลัก-ปัญหาคู่ควบและปัญหาหลักในการตรวจสอบหา ความ 

ไม่มีคำตอบที่เป็นไปได้และความไม่มีขอบเขตของปัญหาหลัก- 

ปัญหาคู่ควบ โดยที่คำตอบที่ได้คือ ตัวบ่งบอกถึงความไม่มีคำตอบ

ที่เป็นไปได้และความไม่มีขอบเขต พิจารณา 	

							        

								      

					      

	 จะเห็นว่า           มีเงื่อนไขบังคับที่สอดคล้องความเป็น 

primal infeasibility และฟังก์ชันจุดประสงค์นั้น ขึ้นอยู่กับ x0 

ที่เป็นการทำซ้ำเริ่มต้นและทุกๆ วิธีการทำซ้ำ (x, y, s) สำหรับ 

(P) และ (D) นั้น จะมีวิธีการทำซ้ำ                         สำหรับ 

           และ             เราจะเรียกการทำซ้ำนี้ว่า การทำซ้ำดั้งหลัก 

(original iterate) และการทำซ้ำเงา (shadow iterate) ตามลำดับ 

และจากที่เราสมมุติให้ (y, s) เป็นคำตอบที่เป็นไปได้โดยแท้ 

สำหรับ (D) และ x เป็นคำตอบที่เป็นไปไม่ได้โดยแท้สำหรับ (P) 

ในวิธีการทำซ้ำ (x, y, s) แต่ในการทำซ้ำเงานั้นจะได้ว่า           0 

เป็นคำตอบโดยประมาณที่เป็นไปได้สำหรับ             และ           0 

เป็นคำตอบที่ เป็นไปได้โดยแท้สำหรับ           (ตัวอย่างเช่น  

ในกรณีที่การทำซ้ำเงาเริ่มต้น             และ           ) และใน 

(Todd et al., 2004) ได้เปรียบเทียบผลที่ได้จากการทำซ้ำดั้งหลัก

และการทำซ้ำเงา ซึ่งเราจะกล่าวในหัวข้อต่อไป

ปัญหาศูนย์กลาง (The centering problem)
	 ในหัวข้อนี้เราได้นิยาม natural centering problem 

สำหรับการหา primal infeasibility-dual unboundedness 

certificates และเงื่อนไขที่จำเป็นและเพียงพอในการหาคำตอบ 

โดยเราจะสมมุติให้ (P) มีคำตอบที่เป็นไปได้โดยแท้ จากบทตั้ง 

ของ Farkas จะได้ว่า มี            ที่สอดคล้องกับ

								      

	  	  	  

กำหนดให้ 	 	  

โดยที่ λ เป็นตัวคูณที่เป็นค่าคงที่ที่ค่ามากอย่างเพียงพอ และ c 

เป็นค่าคงที่ใดๆ จะได้ว่า

								      

 

	 	 	 	 เนื่องจาก  

จะได้ว่า           	 	   ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขบังคับของ 

(D) ทำให้ได้ว่า (D) มีคำตอบที่เป็นไปได้โดยแท้ (s > 0) 

และ เนื่องจาก      		 	 	                    
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ทฤษฎีบท 1. ทฤษฎีเสนทางศูนยกลาง(central path theorem) 
สมมติให (P) และ (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท (x>0, s > 0) แลวจะไดวาทุก µ> 0 ระบบสมการเชิงเสนทาง
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s) โดยที่ x > 0 และs > 0 ซึ่งจะกลาวในหัวขอตอไป และจะไดวาถาวิธีการทําซ้ํา x และ (y, s) เปนไปได (feasible) 

ใน (P) และ (D) ตามลําดับ จะเรียกวาเปน วิธีจุดภายในที่เปนไปได (feasible interior point methods) แตถาไมมี
คําตอบที่เปนไปได (infeasible) เราจะเรียกวาเปน วิธีจุดภายในที่เปนไปไมได (infeasible interior point methods: 
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ที่จะตรวจสอบ ความไมมีคําตอบที่เปนไปไดของปญหา หลักและ ความไมมีขอบเขตของปญหาหลัก - ปญหาคู
ควบ  โดยจะใชผลลัพธจากบทตั้งตอไปนี้ 
บทตั้ง 2. (Farkas Lemma) 

(i) (P)  เงื่อนไข ( 0,  xbAx ) จะไมมีตําตอบที่เปนไปได  ก็ตอเมื่อ มีบาง (y, s) ที่สอดคลองกับ  
0,0,0  ybssyA TT  

(ii) (D)  เงื่อนไข ( 0,  scsyAT )จะไมมีตําตอบที่เปนไปได  ก็ตอเมื่อ มีบาง x ที่สอดคลองกับ 
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เราจะเรียก (y, s) ที่สอดคลองกับ (i) วาเปน ตัวบงบอกถึงความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขต 
(infeasibility-unboundedness certifies) 
  (Todd et al., 2004) ไดกลาวถึงการใช IIPM กับปญหาหลัก - ปญหาคูควบและปญหาหลักในการตรวจสอบหา 
ความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขตของปญหาหลัก - ปญหาคูควบโดยที่คําตอบที่ไดคือ ตัวบง
บอกถึงความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขต พิจารณา    
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ปญหาศูนยกลาง (The centering problem) 

 ในหัวขอนี้เราไดนิยาม natural centering problem สําหรับการหา primal infeasibility-dual  unboundedness 

certificates และเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอในการหาคําตอบ โดยเราจะสมมุติให (P) มีคําตอบที่เปนไปไดโดย
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         ,0 syAT  ,1ybT  0s  

กําหนดให   ),(),0(),(),( csycsysy    

โดยที่  เปนตัวคูณที่เปนคาคงที่ที่คามากอยางเพียงพอ และ c เปนคาคงที่ใด ๆ จะไดวา 

        TA y s  = )()( csyAT     

           = ( )TA y s c    

           = c   เนื่องจาก 0 syAT  

จะไดวา csyAT  , s>0 ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับของ (D) ทําใหไดวา (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท 
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จุดประสงคของ (D) มีคาเขาสูอนันตดวย )( ybT  นั่นก็คือ (D) ไมมีขอบเขต  
 

พิจารณาปญหาศูนยกลาง 

        (CD)   max ln( s ) 
           0 syAT  

           1ybT  

           0s  

 คําตอบที่เหมาะสมของปญหานี้ (ถามี) ก็คือ analytic center ของเซตของ primal infeasibility-dual  

unboundedness certificates ในการหาคําตอบเราจะพิจารณาเงื่อนไขท่ีจําเปนและเพียงพอสําหรับปญหานี้ โดย
ประยุกตใชตัวคูณลากรานจ ในการหาเงื่อนไข ดังนี้ 
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ทฤษฎีบท 1. ทฤษฎีเสนทางศูนยกลาง(central path theorem) 
สมมติให (P) และ (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท (x>0, s > 0) แลวจะไดวาทุก µ> 0 ระบบสมการเชิงเสนทาง
ศูนยกลางจะมคีําตอบเพียงคาเดียว (x(µ), y(µ), s(µ)) และถา µ> 0  (จาก smooth path) และ µ→ 0 จะไดวา x(µ) และ 
(y(µ), s(µ)) ลูเขาสูคําตอบที่เหมาะสมของ (P) และ (D) ตามลําดับ ยิ่งไปกวานั้นจะไดวา ถาทุก ๆ µ> 0 จะไดวา x(µ) 

และ (y(µ), s(µ)) เปนคําตอบคาเดียวของ (BPµ) และ (BDµ) ตามลําดับ 

 พิจารณาระบบสมการ (1.17) จะเหน็วาสมการสุดทายนั้นไมเปนสมการเชิงเสน จึงทําใหการหาคําตอบของ
ระบบสมการนี้เปนไปไดยาก ดังนั้นเราจะหาคําตอบโดยจะประยุกตใชวิธีของนิวตันเขาไปในวิธีการทําซ้ํา (x, y, 

s) โดยที่ x > 0 และs > 0 ซึ่งจะกลาวในหัวขอตอไป และจะไดวาถาวิธีการทําซ้ํา x และ (y, s) เปนไปได (feasible) 

ใน (P) และ (D) ตามลําดับ จะเรียกวาเปน วิธีจุดภายในที่เปนไปได (feasible interior point methods) แตถาไมมี
คําตอบที่เปนไปได (infeasible) เราจะเรียกวาเปน วิธีจุดภายในที่เปนไปไมได (infeasible interior point methods: 

IIPM)  

 ในงานศึกษานี้เราสนใจที่จะศึกษาในกรณีท่ี (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท (s > 0) (และมีเสนทาง
ศูนยกลาง) และ (P) มีคําตอบที่เปนไปไมไดโดยแท (x > 0) (ดังนั้นจะไดวา (D) ไมมีขอบเขต) นั่นคือเราตองการ
ที่จะตรวจสอบ ความไมมีคําตอบที่เปนไปไดของปญหา หลักและ ความไมมีขอบเขตของปญหาหลัก - ปญหาคู
ควบ  โดยจะใชผลลัพธจากบทตั้งตอไปนี้ 
บทตั้ง 2. (Farkas Lemma) 

(i) (P)  เงื่อนไข ( 0,  xbAx ) จะไมมีตําตอบที่เปนไปได  ก็ตอเมื่อ มีบาง (y, s) ที่สอดคลองกับ  
0,0,0  ybssyA TT  

(ii) (D)  เงื่อนไข ( 0,  scsyAT )จะไมมีตําตอบที่เปนไปได  ก็ตอเมื่อ มีบาง x ที่สอดคลองกับ 
0,0,0  xcxAx T  

เราจะเรียก (y, s) ที่สอดคลองกับ (i) วาเปน ตัวบงบอกถึงความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขต 
(infeasibility-unboundedness certifies) 
  (Todd et al., 2004) ไดกลาวถึงการใช IIPM กับปญหาหลัก - ปญหาคูควบและปญหาหลักในการตรวจสอบหา 
ความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขตของปญหาหลัก - ปญหาคูควบโดยที่คําตอบที่ไดคือ ตัวบง
บอกถึงความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขต พิจารณา    

          ( D )  max yAx T)( 0  

             ,0 syAT  
             ,1ybT  
             0s  

          ( P )  min   

             ,0AxbxA    
             0x  
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 จะเห็นวา ( D ) มีเงื่อนไขบังคับที่สอดคลองความเปน primal infeasibility และฟงกชันจุดประสงคนั้น ขึ้นอยู
กับ x0 ที่เปนการทําซ้ําเริ่มตนและทุก ๆ วิธีการทําซ้ํา (x, y, s) สําหรับ (P) และ (D) นั้น จะมีวิธีการทําซ้ํา 

),,,( syx   สําหรับ ( P ) และ ( D ) เราจะเรียกการทําซ้ํานี้วา การทําซ้ําดั้งหลัก (original iterate) และการ
ทําซ้ําเงา (shadow iterate) ตามลําดับ และจากที่เราสมมุติให (y, s) เปนคําตอบที่เปนไปไดโดยแทสําหรับ (D) และ 
x เปนคําตอบที่เปนไปไมไดโดยแทสําหรับ (P) ในวิธีการทําซ้ํา (x, y, s) แตใน การทําซํ้าเงานั้นจะไดวา ),( sy  
เปนคําตอบโดยประมาณท่ีเปนไปไดสําหรับ ( D ) และ ),( x  เปนคําตอบที่เปนไปไดโดยแทสําหรับ ( P ) 
(ตัวอยางเชน ในกรณีท่ีการทําซ้ําเงาเริ่มตน 0xx   และ 0 ) และใน (Todd et al., 2004) ไดเปรียบเทียบผล
ที่ไดจากการทําซ้ําดั้งหลักและการทําซ้ําเงา ซึ่งเราจะกลาวในหัวขอตอไป 
 

ปญหาศูนยกลาง (The centering problem) 

 ในหัวขอนี้เราไดนิยาม natural centering problem สําหรับการหา primal infeasibility-dual  unboundedness 

certificates และเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอในการหาคําตอบ โดยเราจะสมมุติให (P) มีคําตอบที่เปนไปไดโดย
แท จากบทตั้งของ Farkas จะไดวา มี ( sy, ) ที่สอดคลองกับ 

         ,0 syAT  ,1ybT  0s  

กําหนดให   ),(),0(),(),( csycsysy    

โดยที่  เปนตัวคูณที่เปนคาคงที่ที่คามากอยางเพียงพอ และ c เปนคาคงที่ใด ๆ จะไดวา 

        TA y s  = )()( csyAT     

           = ( )TA y s c    

           = c   เนื่องจาก 0 syAT  

จะไดวา csyAT  , s>0 ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับของ (D) ทําใหไดวา (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท 
(s> 0) และ เนื่องจาก   ybybyb TTT )(  ( 1ybT ) นั่นคือ ถา 0  จะทําใหฟงกชัน
จุดประสงคของ (D) มีคาเขาสูอนันตดวย )( ybT  นั่นก็คือ (D) ไมมีขอบเขต  
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certificates ในการหาคำตอบเราจะพิจารณาเงื่อนไขที่จำเป็น
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 ตอมาจะพูดถึงลักษณะเฉพาะที่จะบอกวาเมื่อไรที่ (CD) จะมีคําตอบ 

ประพจน 3. (CD) จะมีคําตอบที่เหมาะสมหรือระบบสมการ (2.13) มีคําตอบก็ตอเมื่อ สําหรับทุก ๆ b~  ที่มีคาเขา
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~  จะไดวานี่ก็คือปญหา
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         00  AxbxA    )0( 00 Axb             (2.12) 
 ดังนั้นจาก (2.5), (2.6), (2.11) และ (2.12) จะไดเงื่อนไขท่ีจําเปนและเพียงพอสําหรับ ),( sy ในการคําตอบของ 
(CD) นั่นคือ มี ),( x ℝn × ℝ ซ่ึง 

           0 syAT ,  s > 0 
           1ybT , 
           0 bxA ,             (2.13) 

           
_ _

0
T

x s  , 

 ตอมาจะพูดถึงลักษณะเฉพาะที่จะบอกวาเมื่อไรที่ (CD) จะมีคําตอบ 

ประพจน 3. (CD) จะมีคําตอบที่เหมาะสมหรือระบบสมการ (2.13) มีคําตอบก็ตอเมื่อ สําหรับทุก ๆ b~  ที่มีคาเขา
ใกล b อยางเพียงพอ min { 0,:~

 scsyAyb TT } มีคําตอบที่เหมาะสม 

หมายเหตุ เงื่อนไขนี้ก็คือปญหาการหาคาที่นอยที่สุดที่มีคําตอบที่เหมาะสม (ถา bb 
~  จะไดวานี่ก็คือปญหา

การหาคาท่ีมากที่สุด) 
พิสูจน . ( )  (CD) หรือ (2.13)  มีคําตอบ ก็ตอเมื่อ มีบางคําตอบที่เปนไปไดโดยแท x ซ่ึง 
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ทฤษฎีบท 1. ทฤษฎีเสนทางศูนยกลาง(central path theorem) 
สมมติให (P) และ (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท (x>0, s > 0) แลวจะไดวาทุก µ> 0 ระบบสมการเชิงเสนทาง
ศูนยกลางจะมคีําตอบเพียงคาเดียว (x(µ), y(µ), s(µ)) และถา µ> 0  (จาก smooth path) และ µ→ 0 จะไดวา x(µ) และ 
(y(µ), s(µ)) ลูเขาสูคําตอบที่เหมาะสมของ (P) และ (D) ตามลําดับ ยิ่งไปกวานั้นจะไดวา ถาทุก ๆ µ> 0 จะไดวา x(µ) 

และ (y(µ), s(µ)) เปนคําตอบคาเดียวของ (BPµ) และ (BDµ) ตามลําดับ 

 พิจารณาระบบสมการ (1.17) จะเหน็วาสมการสุดทายนั้นไมเปนสมการเชิงเสน จึงทําใหการหาคําตอบของ
ระบบสมการนี้เปนไปไดยาก ดังนั้นเราจะหาคําตอบโดยจะประยุกตใชวิธีของนิวตันเขาไปในวิธีการทําซ้ํา (x, y, 

s) โดยที่ x > 0 และs > 0 ซึ่งจะกลาวในหัวขอตอไป และจะไดวาถาวิธีการทําซ้ํา x และ (y, s) เปนไปได (feasible) 

ใน (P) และ (D) ตามลําดับ จะเรียกวาเปน วิธีจุดภายในที่เปนไปได (feasible interior point methods) แตถาไมมี
คําตอบที่เปนไปได (infeasible) เราจะเรียกวาเปน วิธีจุดภายในที่เปนไปไมได (infeasible interior point methods: 

IIPM)  

 ในงานศึกษานี้เราสนใจที่จะศึกษาในกรณีท่ี (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท (s > 0) (และมีเสนทาง
ศูนยกลาง) และ (P) มีคําตอบที่เปนไปไมไดโดยแท (x > 0) (ดังนั้นจะไดวา (D) ไมมีขอบเขต) นั่นคือเราตองการ
ที่จะตรวจสอบ ความไมมีคําตอบที่เปนไปไดของปญหา หลักและ ความไมมีขอบเขตของปญหาหลัก - ปญหาคู
ควบ  โดยจะใชผลลัพธจากบทตั้งตอไปนี้ 
บทตั้ง 2. (Farkas Lemma) 

(i) (P)  เงื่อนไข ( 0,  xbAx ) จะไมมีตําตอบที่เปนไปได  ก็ตอเมื่อ มีบาง (y, s) ที่สอดคลองกับ  
0,0,0  ybssyA TT  

(ii) (D)  เงื่อนไข ( 0,  scsyAT )จะไมมีตําตอบที่เปนไปได  ก็ตอเมื่อ มีบาง x ที่สอดคลองกับ 
0,0,0  xcxAx T  

เราจะเรียก (y, s) ที่สอดคลองกับ (i) วาเปน ตัวบงบอกถึงความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขต 
(infeasibility-unboundedness certifies) 
  (Todd et al., 2004) ไดกลาวถึงการใช IIPM กับปญหาหลัก - ปญหาคูควบและปญหาหลักในการตรวจสอบหา 
ความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขตของปญหาหลัก - ปญหาคูควบโดยที่คําตอบที่ไดคือ ตัวบง
บอกถึงความไมมีคําตอบที่เปนไปไดและความไมมีขอบเขต พิจารณา    

          ( D )  max yAx T)( 0  

             ,0 syAT  
             ,1ybT  
             0s  

          ( P )  min   

             ,0AxbxA    
             0x  
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 จะเห็นวา ( D ) มีเงื่อนไขบังคับที่สอดคลองความเปน primal infeasibility และฟงกชันจุดประสงคนั้น ขึ้นอยู
กับ x0 ที่เปนการทําซ้ําเริ่มตนและทุก ๆ วิธีการทําซ้ํา (x, y, s) สําหรับ (P) และ (D) นั้น จะมีวิธีการทําซ้ํา 

),,,( syx   สําหรับ ( P ) และ ( D ) เราจะเรียกการทําซ้ํานี้วา การทําซ้ําดั้งหลัก (original iterate) และการ
ทําซ้ําเงา (shadow iterate) ตามลําดับ และจากที่เราสมมุติให (y, s) เปนคําตอบที่เปนไปไดโดยแทสําหรับ (D) และ 
x เปนคําตอบที่เปนไปไมไดโดยแทสําหรับ (P) ในวิธีการทําซ้ํา (x, y, s) แตใน การทําซํ้าเงานั้นจะไดวา ),( sy  
เปนคําตอบโดยประมาณท่ีเปนไปไดสําหรับ ( D ) และ ),( x  เปนคําตอบที่เปนไปไดโดยแทสําหรับ ( P ) 
(ตัวอยางเชน ในกรณีท่ีการทําซ้ําเงาเริ่มตน 0xx   และ 0 ) และใน (Todd et al., 2004) ไดเปรียบเทียบผล
ที่ไดจากการทําซ้ําดั้งหลักและการทําซ้ําเงา ซึ่งเราจะกลาวในหัวขอตอไป 
 

ปญหาศูนยกลาง (The centering problem) 

 ในหัวขอนี้เราไดนิยาม natural centering problem สําหรับการหา primal infeasibility-dual  unboundedness 

certificates และเงื่อนไขที่จําเปนและเพียงพอในการหาคําตอบ โดยเราจะสมมุติให (P) มีคําตอบที่เปนไปไดโดย
แท จากบทตั้งของ Farkas จะไดวา มี ( sy, ) ที่สอดคลองกับ 

         ,0 syAT  ,1ybT  0s  

กําหนดให   ),(),0(),(),( csycsysy    

โดยที่  เปนตัวคูณที่เปนคาคงที่ที่คามากอยางเพียงพอ และ c เปนคาคงที่ใด ๆ จะไดวา 

        TA y s  = )()( csyAT     

           = ( )TA y s c    

           = c   เนื่องจาก 0 syAT  

จะไดวา csyAT  , s>0 ซึ่งสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับของ (D) ทําใหไดวา (D) มีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท 
(s> 0) และ เนื่องจาก   ybybyb TTT )(  ( 1ybT ) นั่นคือ ถา 0  จะทําใหฟงกชัน
จุดประสงคของ (D) มีคาเขาสูอนันตดวย )( ybT  นั่นก็คือ (D) ไมมีขอบเขต  
 

พิจารณาปญหาศูนยกลาง 

        (CD)   max ln( s ) 
           0 syAT  

           1ybT  

           0s  

 คําตอบที่เหมาะสมของปญหานี้ (ถามี) ก็คือ analytic center ของเซตของ primal infeasibility-dual  

unboundedness certificates ในการหาคําตอบเราจะพิจารณาเงื่อนไขท่ีจําเปนและเพียงพอสําหรับปญหานี้ โดย
ประยุกตใชตัวคูณลากรานจ ในการหาเงื่อนไข ดังนี้ 
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 พิจารณาฟงกชันลากรานจสําหรับปญหาศูนยกลาง โดยพิจารณาจาก (CD)  
         L )()ln(),,( syAxssyx T             (2.1) 
           0 T

y AxL               (2.2) 

           01
 x

s
Ls               (2.3) 

          0 syAL T
x               (2.4) 

จาก (2.3) จะไดวา 

            01  sx                (2.5) 
จาก (2.4) จะไดวา 

            0 syAT               (2.6) 

 และในการหาเงื่อนไขความเหมาะสมสุดของ (CD) นี้ ยังพิจารณาฟงกชันลากรานจจาก ( P )  นั่นคือ  
        0( , , ) ( )L x y y Ax b Ax                (2.7) 
           0 AyLx               (2.8) 
           01  byL               (2.9) 
         00  AxbxALy                  (2.10) 
กําหนดให 0 0b Ax  จาก (2.9) จะไดวา 

            1ybT                    (2.11) 
จาก (2.10) จะไดวา 

         00  AxbxA    )0( 00 Axb             (2.12) 
 ดังนั้นจาก (2.5), (2.6), (2.11) และ (2.12) จะไดเงื่อนไขท่ีจําเปนและเพียงพอสําหรับ ),( sy ในการคําตอบของ 
(CD) นั่นคือ มี ),( x ℝn × ℝ ซ่ึง 

           0 syAT ,  s > 0 
           1ybT , 
           0 bxA ,             (2.13) 

           
_ _

0
T

x s  , 

 ตอมาจะพูดถึงลักษณะเฉพาะที่จะบอกวาเมื่อไรที่ (CD) จะมีคําตอบ 

ประพจน 3. (CD) จะมีคําตอบที่เหมาะสมหรือระบบสมการ (2.13) มีคําตอบก็ตอเมื่อ สําหรับทุก ๆ b~  ที่มีคาเขา
ใกล b อยางเพียงพอ min { 0,:~

 scsyAyb TT } มีคําตอบที่เหมาะสม 

หมายเหตุ เงื่อนไขนี้ก็คือปญหาการหาคาที่นอยที่สุดที่มีคําตอบที่เหมาะสม (ถา bb 
~  จะไดวานี่ก็คือปญหา

การหาคาท่ีมากที่สุด) 
พิสูจน . ( )  (CD) หรือ (2.13)  มีคําตอบ ก็ตอเมื่อ มีบางคําตอบที่เปนไปไดโดยแท x ซ่ึง 
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จาก (2.4) จะไดวา 
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จาก (2.10) จะไดวา 

         00  AxbxA    )0( 00 Axb             (2.12) 
 ดังนั้นจาก (2.5), (2.6), (2.11) และ (2.12) จะไดเงื่อนไขท่ีจําเปนและเพียงพอสําหรับ ),( sy ในการคําตอบของ 
(CD) นั่นคือ มี ),( x ℝn × ℝ ซ่ึง 
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ประพจน 3. (CD) จะมีคําตอบที่เหมาะสมหรือระบบสมการ (2.13) มีคําตอบก็ตอเมื่อ สําหรับทุก ๆ b~  ที่มีคาเขา
ใกล b อยางเพียงพอ min { 0,:~

 scsyAyb TT } มีคําตอบที่เหมาะสม 

หมายเหตุ เงื่อนไขนี้ก็คือปญหาการหาคาที่นอยที่สุดที่มีคําตอบที่เหมาะสม (ถา bb 
~  จะไดวานี่ก็คือปญหา

การหาคาท่ีมากที่สุด) 
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            **)(  bbxA   

นั่นคือ *bxA  โดยที่ 0*   นั่นคือ bxA )( *
 

ให *
xx   โดยที่ 0x  จะไดวา 

            bxA  ,  0x  
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2 
 

นอกจากนี้ Todd (2004) ไดแสดงเหตุผลในการใชขั้นตอนวิธีหลัก-คูควบ ไววาขั้นตอนวิธีนี้ใชวิธีเสนทางศูนยกลาง
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พิจารณา         (D)   max ybT  

                csyAT   
                0s  

            (P)   min xcT  
                ,bAx   
                0x  
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ℝm 
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 ในการแกปญหาหลักและปญหาหลัก - ปญหาคูควบเพ่ือที่จะไดคําตอบทีเ่หมาะสมนั้น จะไดวาคําตอบที่ได
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              ,csyAT   
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 เนื่องจาก A มี ฟูลโรวแร็งค (full row rank) เปน m จะไดวามีบางคําตอบ ที่ซึ่ง ieAx   โดยที่ ie  เปน
เวกเตอรพิกัดท่ี  i ใน ℝm  และจากที่มีบางคําตอบที่เปนไปไดโดยแท x >0 ซ่ึง bAx   

ให ,iexx  ,0x 0 จะไดวา 

          Ax  =  )( iexA   
            =  )( iAeb   

ให iAebb 
~  จะไดวา 

          Ax  = b~ ,  0x  

ดังนั้นจะไดวามีคําตอบที่เปนไปได x ซ่ึง Ax  = b~ , 0x  ทุก ๆ b~  ที่มีคาเขาใกล b อยางเพียงพอ 

   ( )  จะแสดงวา มีบางคําตอบที่เปนไปไดโดยแท  x ซ่ึง Ax  = b ,  0x  

พิจารณา 0x  ซ่ึง Ax  = b~   เลือก b~  = iAeb   , 0 จะไดวา 

           Ax = )( iAeb   
          Ax  = iAeb    
        iAeAx   =  b  
            =  b  

ให iexx  , 0x จะไดวา 

          Ax  = b ,  0x  

ดังนั้นจะไดวามคีําตอบที่เปนไปไดโดยแท  x >0ที่สอดคลองกับ Ax  = b ,  0x  

นั่นคือ (D) มีคําตอบที่เปนไปได 
พิจารณา (P) xcTmin ซ่ึง Ax  = b~ , 0x  และ (D) yb T~max  ซ่ึง csyAT  , 0s  

สามารถเขียนปญหา (D) ในรูปของการหาคาที่นอยที่สุดได นั่นคือ 

        (D) yb T~min  ซ่ึง csyAT  , 0s  

ดังนั้นจะไดวา (CD) จะมีคําตอบที่เหมาะสม (หรือ (2.13) มีคําตอบ) ก็ตอเมื่อ สําหรับทุก ๆ b~  ที่มีคาเขาใกล b 

อยางเพียงพอ ที่สอดคลองกับ  }0,:~min{  scsyAyb TT  มีคําตอบที่เหมาะสม      

□ 
 

สรุปและขอคิดเห็น (Concluding Remarks)  
จากการศึกษาวิธีการตามเสนทางของจุดภายในซึ่งเปนขั้นตอนวิธีที่ใชเสนทางศูนยกลางในการหาคําตอบที่
เหมาะสมสําหรับปญหาการกําหนดการเชิงเสนและปญหาการกําหนดการโคนิค และการที่จะมีเสนผาน
ศูนยกลางนั้น ปญหาหลักและปญหาหลัก - ปญหาคูควบนั้นจะตองมีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท  นัก
คณิตศาสตรหลายทาน อาทิเชน Michael J.Todd, Nesterov, Y และ E., Nemirovskii  ไดแสดงเหตุผลในการใชขั้นตอน
วิธีหลัก-คูควบ ไววาขั้นตอนวิธีนี้ใชวิธีเสนทางศูนยกลางในการหาคําตอบที่เหมาะสมของปญหาชวยที่ไดแสดง
ถึงการไมมีคําตอบที่เปนไปไมไดและความไมมีขอบเขตของปญหาเริ่มตน เราไดทําการศึกษากรณีที่ใช ขั้นตอน
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สามารถเขียนปญหา (D) ในรูปของการหาคาที่นอยที่สุดได นั่นคือ 

        (D) yb T~min  ซ่ึง csyAT  , 0s  

ดังนั้นจะไดวา (CD) จะมีคําตอบที่เหมาะสม (หรือ (2.13) มีคําตอบ) ก็ตอเมื่อ สําหรับทุก ๆ b~  ที่มีคาเขาใกล b 
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สรุปและขอคิดเห็น (Concluding Remarks)  
จากการศึกษาวิธีการตามเสนทางของจุดภายในซึ่งเปนขั้นตอนวิธีที่ใชเสนทางศูนยกลางในการหาคําตอบที่
เหมาะสมสําหรับปญหาการกําหนดการเชิงเสนและปญหาการกําหนดการโคนิค และการที่จะมีเสนผาน
ศูนยกลางนั้น ปญหาหลักและปญหาหลัก - ปญหาคูควบนั้นจะตองมีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท  นัก
คณิตศาสตรหลายทาน อาทิเชน Michael J.Todd, Nesterov, Y และ E., Nemirovskii  ไดแสดงเหตุผลในการใชขั้นตอน
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ถึงการไมมีคําตอบที่เปนไปไมไดและความไมมีขอบเขตของปญหาเริ่มตน เราไดทําการศึกษากรณีที่ใช ขั้นตอน
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9 
 

 เนื่องจาก A มี ฟูลโรวแร็งค (full row rank) เปน m จะไดวามีบางคําตอบ ที่ซึ่ง ieAx   โดยที่ ie  เปน
เวกเตอรพิกัดท่ี  i ใน ℝm  และจากที่มีบางคําตอบที่เปนไปไดโดยแท x >0 ซ่ึง bAx   

ให ,iexx  ,0x 0 จะไดวา 

          Ax  =  )( iexA   
            =  )( iAeb   

ให iAebb 
~  จะไดวา 

          Ax  = b~ ,  0x  

ดังนั้นจะไดวามีคําตอบที่เปนไปได x ซ่ึง Ax  = b~ , 0x  ทุก ๆ b~  ที่มีคาเขาใกล b อยางเพียงพอ 

   ( )  จะแสดงวา มีบางคําตอบที่เปนไปไดโดยแท  x ซ่ึง Ax  = b ,  0x  

พิจารณา 0x  ซ่ึง Ax  = b~   เลือก b~  = iAeb   , 0 จะไดวา 

           Ax = )( iAeb   
          Ax  = iAeb    
        iAeAx   =  b  
            =  b  

ให iexx  , 0x จะไดวา 

          Ax  = b ,  0x  

ดังนั้นจะไดวามีคําตอบที่เปนไปไดโดยแท  x >0ที่สอดคลองกับ Ax  = b ,  0x  

นั่นคือ (D) มีคําตอบที่เปนไปได 
พิจารณา (P) xcTmin ซ่ึง Ax  = b~ , 0x  และ (D) yb T~max  ซ่ึง csyAT  , 0s  

สามารถเขียนปญหา (D) ในรูปของการหาคาที่นอยที่สุดได นั่นคือ 

        (D) yb T~min  ซ่ึง csyAT  , 0s  

ดังนั้นจะไดวา (CD) จะมีคําตอบที่เหมาะสม (หรือ (2.13) มีคําตอบ) ก็ตอเมื่อ สําหรับทุก ๆ b~  ที่มีคาเขาใกล b 

อยางเพียงพอ ที่สอดคลองกับ  }0,:~min{  scsyAyb TT  มีคําตอบที่เหมาะสม      

□ 
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